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Аннотация
Введение. Настоящая работа посвящена исследованию нестационарной двумерной модели транспорта наносов 
в прибрежных морских системах. Модель учитывает сложный многокомпонентный состав наносов; действие 
силы тяжести и тангенциального напряжения, вызванного воздействием волн; турбулентный обмен; динамически 
изменяемый рельеф дна и другие факторы. Целью работы являлось проведение аналитического исследования 
условий существования и единственности начально-краевой задачи, соответствующей указанной модели.
Материалы и методы. В работе на временной равномерной сетке выполнена линеаризация начально-крае-
вой задачи, при которой нелинейные коэффициенты квазилинейного параболического уравнения берутся 
с «запаздыванием» на один шаг сетки. Тем самым строится цепочка задач, связанных по начальным условиям 
и финальным решениям. Привлекая методы математического и функционального анализа, а также методы решения 
дифференциальных уравнений, проводится исследование существования и единственности задач, входящих 
в данную цепочку, а потому и в целом исходной задачи.
Результаты исследования. На основе анализа существующих результатов математического моделирования 
гидродинамических процессов ранее была исследована нелинейная пространственно-двумерная модель 
транспорта наносов в случае донных отложений, состоящих из частиц, имеющих одинаковые характерные 
размеры и плотность (однокомпонентный состав). В настоящей работе предыдущие результаты исследования 
распространены на случай наносов многокомпонентного состава, а именно определены условия существования 
и единственности решения начально-краевой задачи, соответствующей рассматриваемой модели.
Обсуждение и заключения. Модель транспорта многокомпонентных наносов может быть полезна для прогноза 
распространения загрязняющих веществ, а также при исследовании динамики изменения рельефа дна как при 
антропогенном воздействии, так и в силу естественно протекающих природных процессов в морских системах.

Ключевые слова: транспорт многокомпонентных наносов, прибрежная морская система, начально-краевая 
задача, существование решения, единственность решения.
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Abstract
Introduction. This work is devoted to the study of a non-stationary two-dimensional model of sediment transport in 
coastal marine systems. The model takes into account the complex multi-fractional composition of sediments, the 
gravity effect and tangential stress caused by the impact of waves, turbulent exchange, dynamically changing bottom 
topography, and other factors. The aim of the work was to carry out an analytical study of the conditions for the initial-
boundary value problem existence and uniqueness corresponding to the specified model.
Materials and Methods. Linearization of the initial-boundary value problem is performed on a temporary uniform grid. 
The nonlinear coefficients of a quasilinear parabolic equation are taken with a “delay” by one grid step. Thus, a chain of 
correlated by initial conditions is the final solutions of problems is built. The study of the existence and uniqueness of 
the problems included in this chain, and therefore the original problem as a whole, is carried out involving the methods 
of mathematical and functional analysis, as well as methods for solving differential equations. 
Results. Earlier, the authors investigated the existence and uniqueness of the initial-boundary value problem of the 
transport of sediments of a single-component composition. In the present work, the result obtained is extended to the 
case of multi-fractional sediments.
Discussion and Conclusions. The non-linear spatial two-dimensional model of sediment transport was previously 
investigated by the team of authors in the case of bottom sediments consisting of particles having the same characteristic 
dimensions and density (single-component composition) based on the analysis of the existing results of mathematical 
modeling of hydrodynamic processes. In this paper, the previous results of the study are extended to the case of 
sediments of a multicomponent composition, namely, the conditions for the existence and uniqueness of the solution 
of the initial-boundary value problem corresponding to the considered model are determined.

Keywords: multicomponent sediments’ transport, coastal marine system, initial-boundary value problem, solution 
existence, solution uniqueness.
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Введение. При решении ряда практических задач, связанных с экологической оценкой состояния водно-
го объекта, необходимо использовать комплекс моделей различных по пространственным и временным мас-
штабам [1‒6]. В последние десятилетия активное развитие получили исследования математических моделей 
гидрофизических процессов, которые характеризуются множеством параметров [7‒14]. В настоящей работе 
рассматривается 2D математическая модель для расчета транспорта многокомпонентных наносов примени-
тельно к прибрежным морским системам. Совокупность уравнений конвекции-диффузии для каждой компонен-
ты наносов (или фракции) формирует данную математическую модель с учетом турбулентного обмена, действия 
силы тяжести, тангенциального напряжения, динамически изменяемого рельефа дна и других факторов [15–17]. 

В статье представлены результаты проведения теоретического исследования существования и единственности 
начально-краевой задачи, базирующейся на построенной модели. В соответствии с поставленной целью рассма-
тривается начально-краевая задача для квазилинейного уравнения параболического типа, для которой методами 
математического и функционального анализа, а также методами решения дифференциальных уравнений опреде-
лены достаточные условия существования и единственности решения.

Материалы и методы
1. Начально-краевая задача транспорта многокомпонентных наносов. Запишем уравнение транспорта 

многокомпонентных наносов [16, 17]:
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Здесь                              — глубина водоема; εr — пористость  r-ой компоненты в составе наносов; Vr — объемная до-
ля  r-ой компоненты; bτ

  — вектор касательного тангенциального напряжения на дне водоема; τbc,r — критическое 
значение тангенциального напряжения для  r-ой компоненты наносов,  0, sin ϕ=τ rrbc a ,  ar — некоторый коэффи-
циент для  r-ой компоненты наносов,   φ0 — угол естественного откоса грунта в водоеме;  wg,r — гидравлическая 
крупность или скорость осаждения  r-ой компоненты; ρr  — плотность  r-ой компоненты донного материала;
 ( )tyxHkk rr ,,,=  — нелинейный коэффициент, определяемый соотношением:

где ω~  — усредненная частота волн; rd  — характерный размер r-ой компоненты; g — ускорение силы тяжести; ρ0  — 
плотность водной среды; A и β — безразмерные постоянные.

Пусть процесс транспорта наносов происходит в области D,  ( ) { }yx LyLxyxDD <<<<= 0,0,,  с грани-
цей S, представляющей кусочно-гладкую линию. Считаем, что трехмерный цилиндр  ( )TD ,0ЦТ ×=  высоты T 
с основанием S есть область задания уравнения (1). Граница этого цилиндра состоит из боковой поверхности
 [ ]TS ,0×  и двух оснований — { }0×D  и { }.TD ×  

Уравнение (1) рассматривается с начальным условием:

и условиями на границе области D :

 

Предполагаем:

2. Линеаризация начально-краевой задачи транспорта многокомпонентных наносов. Построим времен-
ную сетку ,τω  с шагом τ: { }TNNnntn =τ=τ==ωτ ,,...,1,0, . 

Если  n=1, то глубина водоема ( ) ( )0
1 ,, tyxH  является известной и определяется из начального условия, т. е. 
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Обозначим:

После линеаризации уравнение (1) и начальное условие примут вид:
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Результаты исследования 
1. Исследование существования решения линеаризованной начально-краевой задачи транспорта 

многокомпонентных наносов. Положим N iin ,...,2,1, == в уравнении (9). 
Имеем:

Уравнение (11) дополняется условиями (10) и (3)−(7).
Если ,1=i  то на основании сделанных ранее предположений можем записать: 

Из [18] можно заключить, что при выполнении условия (12), решение начально-краевой задачи (11), (10), (2)−
(7), ,1,10 =≤< ittt  существует и принадлежит классу:

Если ,2=i  то начально-краевая задача будет иметь начальным условием ( )( ) ( )( ) tyxHtyxH .,,,, 1
1

1
2 ≡  Его глад-

кость совпадает с гладкостью начального условия для уравнения (11) номера ,1=i  а именно:  

Очевидно, что опять применимы условия из [18], и решение задачи (11), (10), (2)−(7) для номера 2=i  су-
ществует.

Далее, если ,,...,3, Nii = то для каждого случая будем иметь смешанную задачу для линейного уравнения 
параболического типа. Начальные и граничные условия данной задачи имеют гладкость, достаточную для су-
ществования функций ( ) ( ) N ittttyxH ii

i ,...,2,1,,,, 1 =≤<−  класса ( ) ( ),ЦЦ2
ii tt CC ∩   ( )

( ) ( ),Цgrad , it
i

yx CH ∈  явля-
ющихся решением начально-краевых задач (11), (10), (2)−(7) [19].

2. Исследование единственности решения линеаризованной начально-краевой задачи транспорта мно-
гокомпонентных наносов. Запишем уравнение (11) при 1=n :

Допустим существование двух различных его решений, а именно:
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Начально-краевая задача для функции ( ) ( ) ( )tyxwtyxw ,,,, 1≡  будет иметь вид:
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После ряда преобразований равенства (21), получим:

Равенство (22) при условии (15) запишется в виде:

Пусть:

Имеет место равенство:

С другой стороны, с учетом граничных условий (16)−(20) и в силу теоремы Остроградского-Гаусса [19], имеем:

Из равенств (25) и (26) находим:

С учетом (27) равенство (22) запишется в виде:

Далее преобразуем правую часть равенства (28). Привлекая неравенство Пуанкаре [20], получаем:
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Из полученных неравенств (31) и (32) будет следовать противоречивое неравенство:

Следовательно, справедливо тождество ( ) .0,, 1 ≡tyxw  В силу произвольности временного шага ,0, >ττ  
имеем:

( ) ,0,, =tyxw  .10 ttt ≤<  
Очевидно, что ( ) 0,, ≡tyxw  при ( ) ,, Dyx ∈  N.nttt nn ,...,2,1 =≤≤− .
Тем самым сделан первый шаг индукции при .1=n  Аналогичным образом строятся рассуждения для 

,,..,2, Nssn == что приводит к равенству:
( ) .0,, ≡styxw

Результатом проведенных рассуждений служит следующая теорема.
Теорема. Пусть даны уравнения (11):

в прямоугольной области:

где                                                                                                   с начальными и граничными условиями (11), (3)−(7). 

Тогда, если выполнены условия ( ) ( ) ( ),,0 11
0

1 DCkkk n
rr

n
r ∈>≥ −−  то N nn ,...,2,1, =∀  функция 

( ) ( ) NnttttyxH nn
n ,...,2,1,,,, 1 =≤<−  класса ( ) ( )ТТ

2 ЦЦ CC ∩ ,   ( )
( ) ( )Т, Цgrad CH n

yx ∈  будет решением уравнения 

номера n в цилиндре ( )TD ,0ЦТ ×= , и это решение единственно.
Обсуждение и заключения. Новизна данной работы определяется постановкой нестационарной пространст-

венно-двумерной математической задачи транспорта наносов, учитывающей их сложный многокомпонентный 
состав. Линеаризация соответствующей начально-краевой задачи выполнена на сетке по времени и для 
произвольного временного шага N nttt nn ,...,2,1,1 =≤<− , получены условия существования и единственности 
решения начально-краевой задачи. 
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