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Аннотация
Введение. Двумерные гидродинамические модели доказали свою способность адекватно описывать процессы 
стока и транспортировки в реках, озерах, эстуариях, дельтах и морях. Практика показывает, что даже там, где 
ожидаются значительные трехмерные эффекты, например, при ветровых потоках, двумерный подход может ра-
ботать эффективно. Однако в некоторых случаях двумерная модель недостаточно точно отражает фактические 
структуры потока. Например, в мелководных водоемах со сложной батиметрией неоднородный рельеф и динами-
ка могут привести к тому, что профиль скорости будет неоднородным. Целью исследования является разработка 
основы для определения того, в каких случаях двумерной модели, усредненной по глубине, достаточно для мо-
делирования процессов гидродинамики в мелководных водоемах, подобных Азовскому морю, а в каких случаях 
для получения точных результатов целесообразно использование трехмерной модели.
Материалы и методы. Локальные аналитические решения получены для распространения преобладающей 
сингулярной прогрессивной волны в мелководном, хорошо перемешанном водоеме. Адвективными слагаемыми 
и слагаемыми Кориолиса пренебрегают, вихревая вязкость принимается постоянной, а слагаемое нижнего трения 
линеаризуется. Последнему уделяется особое внимание, поскольку характеристики моделей существенно зави-
сят от способа определения коэффициентов нижнего трения. Аналитический метод, разработанный в исследо-
вании, показывает, что определенные комбинации более высоких скоростей течения (u ≈˃ 1 м/с) и глубин воды 
(d ˃ 50 м) могут вызывать значительные различия между результатами модели, усредненной по глубине, и моде-
ли, содержащей информацию по вертикали.
Результаты исследования. Полученные результаты проверяются численным моделированием стационарных 
и нестационарных периодических течений в схематизированном прямоугольном бассейне. Результаты, получен-
ные в результате трехмерного моделирования, сравниваются с результатами двумерного моделирования, усред-
ненного по глубине. Оба моделирования показывают хорошее соответствие аналитическим решениям.
Обсуждение и заключения. Аналитические решения были найдены путем линеаризации уравнений, что, оче-
видно, имеет свои ограничения. Отмечается два вида нелинейных эффектов — вызванных членами более высо-
кого порядка в уравнениях движения, т. е. членами адвективного ускорения и трения и вызванных геометриче-
скими нелинейностями, что связано, например, с различной глубиной воды и шириной водоема, что будет важно 
при моделировании реального моря.
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Abstract
Introduction. Two-dimensional hydrodynamic models have proven their ability to adequately describe the processes 
of runoff and transportation in rivers, lakes, estuaries, deltas and seas. Practice shows that even where significant three-
dimensional effects are expected, for example, with wind flows, a two-dimensional approach can work effectively. 
However, in some cases, the two-dimensional model does not accurately reflect the actual flow structures. For example, in 
shallow waters with complex bathymetry, heterogeneous terrain and dynamics can lead to a non-uniform velocity profile. 
The aim of the study is to develop a basis for determining in which cases a two-dimensional model averaged in depth is 
sufficient for modelling hydrodynamic processes in shallow waters like the Azov Sea, and in which cases it is advisable 
to use a three-dimensional model to obtain accurate results.
Materials and Methods. Local analytical solutions have been obtained for the propagation of the predominant singular 
progressive wave in a shallow, well-mixed reservoir. Advective terms and Coriolis terms are neglected, the vortex 
viscosity is assumed to be constant, and the lower friction term is linearized. Special attention is paid to the latter, since 
the characteristics of the models significantly depend on the method of determining the coefficients of lower friction. 
The analytical method developed in the study shows that certain combinations of higher flow velocities (u ≈˃ 1 m/s) and 
water depths (d ˃ 50 m) can cause significant differences between the results of the depth-averaged model and the model 
containing vertical information.
Results. The results obtained are verified by numerical simulation of stationary and non-stationary periodic flows in 
a schematized rectangular basin. The results obtained as a result of three-dimensional modelling are compared with the 
results of two-dimensional modelling averaged in depth. Both simulations show good compliance with analytical solutions.
Discussion and Conclusions. Analytical solutions were found by linearization of the equations, which obviously has its 
limitations. A distinction is made between two types of nonlinear effects — nonlinearities caused by higher-order terms 
in the equations of motion, i.e. terms of advective acceleration and friction, and nonlinear effects caused by geometric 
nonlinearities, this is due, for example, to different water depths and reservoir widths, which will be important when 
modelling a real sea.
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Введение. В мелководных водоемах со сложной батиметрией неоднородный рельеф и динамика могут при-
вести к тому, что профиль скорости будет неоднородным, в данном случае двумерная модель недостаточно точно 
отражает фактические структуры потока. Основной целью данного исследования является разработка теорети-
ческой основы для определения того, в каких конкретных случаях двумерной модели достаточно для модели-
рования процессов течения в мелководных морях типа Азовского моря. С этой целью изучено, оказывает ли 
сокращение с 3D до 2D существенное влияние на выходные данные модели гидродинамики, такие как уровни 
воды и усредненные по глубине скорости течения. Изучено, какие упрощения применяются к задаче о течении, 
чтобы позволить использовать двумерные уравнения, усредненные по глубине, а не трехмерные уравнения для 
мелководья. Исследовано, какие параметры важны при сравнении модели, усредненной по глубине, с моделью, 
содержащей информацию по вертикали; в каких случаях двумерная модель, усредненная по глубине, является 
репрезентативной. Аналитический подход позволил выявить эффект усреднения по глубине с помощью аналити-
ческих решений для сильно упрощенных ситуаций.

Несмотря на проведение широкого круга исследований, ориентированных на рассматриваемую проблему, в них 
недостаточно полно отражена вся совокупность разнообразных факторов и процессов: гидрофизических, гидродина-
мических, гидробиологических, метеорологических и антропогенных [1–2]. Областями применения представленных 
в исследовании моделей являются приливы и отливы, вызванные ветром (например, штормовые нагоны). Речные по-
токи и стратифицированные потоки, определяемые плотностью, выходят за рамки данного исследования [3–5].
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Рассмотрим наиболее важные явления для мелководных морей, подобных Азовскому морю, и определим ха-
рактерные масштабы протяженности, времени и скорости. В Азовском море формирование течений в основ-
ном обусловлено тремя факторами: ветровым режимом, стоком впадающих рек и водообменом с Чёрным морем. 
Большая изменчивость течений является следствием неустойчивости ветрового режима, мелководности моря 
и его сравнительно небольшой площади. В открытых районах моря под действием ветра, как правило, проис-
ходит поступательное движение водной среды, охватывающее всю толщу от поверхности до придонных 
горизонтов. Преобладающая скорость течений в Азовском море составляет 10–20 см/с, максимальная ско-
рость — 180–100 см/с [6].

Режим волнения Азовского моря обусловлен небольшой площадью моря, малыми глубинами и значитель-
ной изрезанностью берегов. В описываемом районе преобладают высоты волн менее 1 м (повторяемость их 
достигает 75 %). Повторяемость высот волн  1–2 м составляет 20–45 %, а высот волн 2–3 м — не более 13 %. 
В центральной, самой глубоководной части моря, высоты волн не превышают 3,5 м и только в очень редких 
случаях они достигают 4 м. В наиболее штормовые месяцы (декабрь-март) развитие волнения в описываемом 
районе ограничивается наличием льда [6]. Как и для нагонных явлений, перед которыми зачастую возникает 
мощный по силе сгон, для сильного волнения характерно некоторое уменьшение высоты волн перед началом 
шторма и далее — их стремительное увеличение. Нередко процессы развития и затухания сгонно-нагонных 
и штормовых явлений в Азовском море являются синхронными, таким образом, возникают опасные явления.

В Азовском море наблюдаются волны, имеющие длину в основном 15–25 м, и только иногда — 80 м. Период 
волны обычно менее 5 с, крайне редко — 7–8 с. В описываемом районе отмечаются короткие и очень крутые 
волны, представляющие опасность для малых судов.

В мелководном Азовском море сейшевые колебания происходят постоянно. Сейши — это свободные коле-
бания, которые происходят в бассейнах умеренного размера (гаванях, озерах, заливах или даже в море). Это 
стоячие волны с частотой, равной резонансной частоте бассейна, в котором они возникают. Продолжительность 
сейшей может варьироваться от нескольких минут до нескольких часов. Причиной их появления в Азовском 
море становится не только изменение ветра или атмосферного давления над морем, но и волны штормовых на-
гонов из Чёрного моря. Поскольку сейши являются резонансным явлением, очевидно, что размер бассейна по 
отношению к длине волны является важным фактором.

Материалы и методы
1. Постановка задачи. Трехмерные уравнения Навье-Стокса используются в качестве основы для решения 

задач о течении жидкости [7–8]. Предполагая, что вода является несжимаемой жидкостью, применяют уравне-
ние неразрывности:
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с компонентами скорости  u, υ, ω в направлении x, y и z соответственно. Сохранение импульса выражается следую-
щим образом:

где ρ — плотность воды; p — давление;  f — параметр Кориолиса;  τij — вязкое напряжение сдвига в i-направлении 
на j-плоскости. 

Напряжения определяют как:
 

,τ ρ 










∂

∂
+

∂
∂

=
i

j

j

i
ji x

u
x
uv

где v — кинематическая вязкость.
Используется также сокращенное обозначение, где  xi = (x, y, z) и ui = (u, υ, ω) для i = 1, 2, 3.
Для учета турбулентности в уравнениях Навье-Стокса переменные разлагаются на среднее значение и вариа-

цию: . uuu ′+=  Подставим разложение по всем переменным в уравнения импульса и средние результаты — в усред-
ненные по Рейнольдсу уравнения движения, которые имеют ту же форму, что и исходные уравнения Навье-Стокса, 
с дополнительными турбулентными напряжениями, называемыми напряжениями Рейнольдса:  jiji uu ′′= ρτ [9].

Проблема замыкания является одной из основных задач исследования турбулентности. Простая модель тур-
булентности использует гипотезу Буссинеска для описания турбулентных движений аналогично молекулярным 
движениям, но с коэффициентами вихревой вязкости    и υνν t

h
t  для горизонтального и вертикального направлений [10].

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,ρ
2

z
yz

y
yy

x
yxuf

y
p

z
p

y
p

x
pu

t
p

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+−
∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂ υωυυυ τ τ τ

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,ρ2

zyx
f

x
p

z
u

y
pu

x
pu

t
pu xzxyxx

∂
∂

+
∂
∂+

∂
∂

++
∂
∂

−=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

υ
υ ω ρ τ τ τ

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,τττρωω ωω 2

zyx
g

y
p

z
p

y
p

x
pu

t
p zzzyzx

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+−

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ υ



С.В. Проценко и др. Сопоставление результатов численного моделирования процессов гидродинамики

52

Все вышесказанное приводит к следующим уравнениям:

 

Для усредненного по глубине потока предполагается, что напряжение сдвига в слое, вызванное турбулент-
ным потоком, определяется квадратичным законом трения:
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где |U| — величина усредненной по глубине горизонтальной скорости, а C1 – коэффициент Шези (Chezy) для мо-
дели, усредненной по глубине [11]. 

Для моделей с вертикальной информацией (2DV или 3D), используется квадратичная формулировка напряже-
ний в пласте. Напряжение сдвига слоя в 3D может быть связано с током непосредственно над слоем: 
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где ub — величина горизонтальной скорости непосредственно над слоем.
2. Аналитическое исследование. Предположим, что U характеризует масштабы горизонтальных скоростей 

u и v; L характеризует горизонтальные масштабы длины x и y; H — вертикальный масштаб z. Затем масштабиро-
вание уравнения неразрывности приводит к выражению для шкалы вертикальной скорости W:
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Согласно данным Единой государственной системы информации об обстановке в Мировом океане [6], гори-

зонтальная составляющая скорости на несколько порядков больше вертикальной составляющей скорости для 
приливов, штормовых волн и сейш в Азовском море. Следовательно, вертикальной составляющей скорости мож-
но пренебречь, в данном исследовании она не будет рассматриваться. 

Уравнение вертикального импульса сводится к гидростатическому балансу: 
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Интегрирование данного уравнения в вертикальном направлении дает:
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где ζ — высота свободной поверхности (рис. 1); patm — атмосферное давление на свободной поверхности.

Рис. 1. Определение высоты поверхности ζ и глубины невозмущенной воды d
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Подставляя это в уравнения горизонтального импульса (1) и (2), получаем:
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Наряду с пренебрежением вертикальной составляющей скорости и заменой градиента давления градиентом 
уровня воды, были проигнорированы несколько других членов, чтобы перейти от уравнений (1) и (2) к (5)–(6). 
Вязкие напряжения не принимаются во внимание в силу того, что турбулентные напряжения на много порядков 
превышают вязкие напряжения, поскольку молекулярная вязкость важна только в пределах нескольких миллимет-
ров от границы. Кроме того, не учитываются горизонтальные турбулентные напряжения.

Используя уравнения (5)–(6), определим относительные порядки величин слагаемых, чтобы получить пред-
ставление о параметрах, которые являются наиболее важными в определенной ситуации, а какие незначительны. 
Рассмотрим каждое слагаемое по отдельности и проведем масштабирование: 

– инерция:  
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– вертикальная диффузия импульса: 
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– градиент давления: 
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– сила Кориолиса:  .Uff ≈υ
Важным в исследовании является слагаемое, отвечающее за трение, поскольку в моделях оно определяется 

по-разному. Для трехмерной модели соотношение между коэффициентом трения и коэффициентом инерции мо-
жет быть выражено как:

 
 ,
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где 
 .1ω

T
≈

Кроме того, важными параметрами являются вязкость ν, частота волн ω и вертикальная шкала длины 
(например, глубина воды d). Безразмерная комбинация этих параметров (ωd2/ ν), широко используемая в аналити-
ческом подходе, описана в [12], где проведено сравнение динамического выражения для напряжения фазового сдвига 
с выражением, в котором донное напряжение пропорционально усредненной по глубине скорости в устано-
вившемся состоянии. Результатом является соотношение, показанное на рисунке 2, только в зависимости от па-
раметра ωd2/ν.

Рис. 2. Соотношение напряжений сдвига слоя при динамическом и установившемся течении

Когда ωd2/ν очень мало, отношение приближается к единице, это означает, что напряжение сдвига слоя реа-
гирует на периодический поток так, как если бы оно было постоянным в каждый момент времени: ωd2/ν < 0,5. 
Также это можно записать, как   ,08,0π25,02 TTd ⋅≈⋅<ν  где T — период колеблющегося потока. Величину d2/ν 
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можно интерпретировать как время, необходимое вязкому потоку для изменения профиля скорости на глу-
бине d. Таким образом, ожидается квазистационарное напряжение сдвига слоя, когда время регулировки состав-
ляет менее 8 % от периода.

Для турбулентного течения на мелководье оценка вихревой вязкости составляет [13]:

 
 

∗∗ == dudu 067,0
6
1
κν .

Здесь   ,ucu f ⋅≈∗  при 0,0015 в качестве оценки для cf   становится   .0025,0 ud=ν  Для такого моря, как Азов-
ское, со средней глубиной воды  d ≈ 7,4 м и средней амплитудой течения по глубине   5,0≈u м/с ,  оценка вихревой 
вязкости — ν = 0,00925 м/с. 

Аналитические решения могут быть получены только для значительно упрощенных форм уравнений движе-
ния. Поскольку члены адвекции нелинейны, необходимо исключить их из уравнения импульса для аналитиче-
ского подхода. Когда скорость распространения волны определяется как длина волны за период волны c = L/T, 
соотношение между членом адвекции и членом инерции приводит к числу Фруда, определяемому, как  Fr = u/c. 
Fr<<1 означает, что член инерции намного важнее члена адвекции и поэтому членом адвекции можно пренебречь. 
Это относится к длинным волнам с малыми амплитудами по отношению к глубине воды. Набор уравнений без 
адвективных членов сводится к:
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Будем рассматривать периодический поток, ограниченный одним горизонтальным измерением, заданным 
уравнением (7). Основное внимание будет уделено влиянию изменений в плоскости (x, z). С учетом этих допуще-
ний базовое уравнение 2DV принимает вид:
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Уравнение (8) может быть интегрировано по глубине воды d, чтобы получить одномерное уравнение импульса 
в направлении x:
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где U — усредненная по глубине скорость. 
На поверхности моря (z = 0) напряжение сдвига равно нулю, так как свободная поверхность не создает ника-

кого трения (при отсутствии ветра). В пласте (z = –d) принято связывать напряжение сдвига со скоростью, усред-
ненной по глубине, с коэффициентом трения cf  для модели, усредненной по глубине. Итак, при:
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одномерное усредненное по глубине уравнение принимает вид:
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Здесь член трения пропорционален  |U|U и, следовательно, нелинеен. Поскольку линейные уравнения гораздо 
легче решать аналитически, удобно применять метод линеаризации. Лоренц [14] предложил такую линеаризацию 
напряжения сдвига слоя, которая на протяжении многих десятилетий служила основой для простых решений. 
Предположим, что скорость потока изменяется синусоидально во времени:

  ( ) ( ). ωcos tUtU


=

Рассматривается только действительная часть из выражения для U, которое используется далее. На рисунке 3 
показано соответствующее   ( ) ( ),ωcosωcos

2
ttUUU =


 которое представляет собой трение как функцию времени, 

показывающую отклонения от чистой функции косинуса.
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Рис. 3. Линеаризация квадратичного члена трения [15]

Обоснование линеаризации заключается в том факте, что она, как принято считать, не воспроизводит точную 
функцию косинуса до тех пор, пока сохраняется демпфирующий эффект трения. С этой целью энергия, которая 
теряется за цикл из-за трения, устанавливается равной для обоих случаев. Этот подход позволяет получить под-
ходящую оценку константы линеаризации κ:
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где нижний индекс «1» указывает на одномерный случай. Это выражение содержит исходную скорость   U


, ко-
торая неизвестна. Хотя были предложены итеративные подходы к ее определению, эта константа линеаризации 
часто принимается в качестве калибровочного параметра.

Напряжение сдвига линеаризованного слоя становится:   .τ 11
dUUUcfb κ≈=

Подставляя это в уравнение (9), получаем:
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Для динамического течения в одномерной ситуации используется данное линеаризованное уравнение, при 
этом вводится комплексное представление скорости потока:
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  ( ) [ ] ( ).ωcosRe tUeUtU ti 
== ω  

Подставляя комплексное периодическое решение (12) в уравнение (11), исключение изменения времени 
eiωt в каждом члене дает:
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Итак, выражение для усредненной по глубине скорости в направлении x равно:
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Таким образом, выражение для усредненной по глубине скорости U получено путем решения усредненного 
по глубине уравнения импульса. Далее сравним это выражение с аналогичным решением для усредненной по 
глубине скорости, вычисленной с помощью модели с вертикальной информацией.
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Уравнение импульса  
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( ) ( )~~
2

2

Fzu
z

zui t


=
∂

∂
−νω

и представляет собой дифференциальное уравнение с однородным и частным решением:
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На поверхности моря (z = 0) напряжение сдвига τ = 0 поскольку свободная поверхность не создает трения 
(при отсутствии ветра):
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Существует несколько вариантов граничного условия в слое, чтобы найти выражение для константы интегри-
рования C. Условие частичного скольжения предполагает скорость в слое u ≠ 0. Предполагается, что напряжение 
сдвига в слое (z = –d) описывается линеаризованным квадратичным законом трения:
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Нижний индекс «2» указывает на двумерный случай. Подставляя выражение для скорости потока (13) в урав-
нение (14), получаем:
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Решение для профиля скорости по вертикали теперь становится:
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Итак, профиль скорости, описываемый уравнением (15), является функцией безразмерного параметра:
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Параметр, аналогичный параметру в уравнении (16), уже обсуждался в контексте напряжения сдвига 
слоя ωd2/ν. 

Для усредненной по глубине скорости получено следующее:
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Уравнение для одномерной модели установившегося течения с линеаризованным донным трением (11) сво-
дится к:

 
 ,1 FU =κ

где κ1 ≈ cf1|U|/d — линеаризованный коэффициент трения для усредненного по глубине потока (для устано-
вившегося потока коэффициент 8/3π не учитывается); U — усредненная по глубине горизонтальная скорость 
и 

 
 xgF ∂∂−= ζ  — сокращенное обозначение градиента уровня воды. Выражение для усредненной по глубине 

скорости U следует из уравнения (17):

 
 .

1κ
FU =

В двумерной модели установившегося течения с линеаризованным донным трением уравнение (18) сводится к:
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На поверхности моря (z = 0) напряжение сдвига  
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Таким образом, напряжение сдвига линейно распределено по вертикали с максимальным напряжением 
сдвига τb в слое (z = –d):

 
 .τ Fdb =

При предположении постоянной вертикальной вихревой вязкости профиль скорости определяется интегриро-
ванием уравнения (19):
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Это параболический профиль скорости, где интегрирующая константа C2 равна максимальной скорости на 
поверхности моря (z = 0). Чтобы найти константу C2, необходимо наложить граничное условие на слой. Для реа-
лизации нижнего граничного условия возможны различные подходы.

Комбинация линеаризованного граничного условия  ,τ 2 bb duκ=   duc bf22 ≈κ  и уравнения (20) приведет к вы-
ражению для скорости в слое. Подставляя это в уравнение (21), получаем выражение для C2. Тогда профиль ско-
рости становится:
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Интегрирование по глубине дает:
 

( ) ( ) .
3

dz
2

1dz1
2

220

2

22
0

κνκν
FdFdFzdF

d
zu

d
u

td td
+=








+−== ∫∫ −−

Таким образом, в стационарном случае также существуют два решения, (18) и (22), с двумя различными коэф-
фициентами трения дна, где κ1 ≠ κ2, поскольку напряжение сдвига слоя определяется по-разному в обоих случаях. 
Предположим, что усредненные по глубине скорости для обеих моделей равны  Uu =  (метод, выбранный в дан-
ном исследовании). Это приводит к следующему соотношению между κ1 и κ2:
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Применяя σ = κ / ω, получим:
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В соотношении между σ1 и σ2 фигурирует безразмерный параметр ωd2/ν. Теперь выбор определенно-
го диапазона для σ1 приведет к получению σ2 как функции безразмерного параметра для каждого значе-

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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ния σ1. σ-соотношение (23) позволяет сравнивать амплитуды и фазы усредненных по глубине скоростей, вычис-
ленных с помощью одномерной и двумерной модели соответственно. 

На рисунках 4 и 5 это сделано с помощью соотношения амплитуды скорости и фазы для нескольких значений  
σ1. На рисунках отношения амплитуд и фаз для соответствующих физических явлений обозначены точками. Та-
ким образом, применение σ-соотношения ограничено ситуациями  ωd2/νt˃/σ1.

Рис. 4. Соотношение амплитуд между U и  Uu = как функция ωd2/νt  и σ1

Рис. 5. Соотношение амплитуд между U и  Uu = как функция ωd2/νt  и σ1

Отношение амплитуд скорости больше 1 при условии, что  ωd2/νt˂ 65. Это означает, что скорость, вычисленная 
с помощью модели, усредненной по глубине, будет больше амплитуды скорости, которая содержит информацию 
о вертикали, чем наоборот. Кроме того, следует отметить, что для морей, подобных Азовскому (зеленая точка на 
линии  σ1 = 0,25) на рисунках показано отношение амплитуды скорости к 1,06 и отношение фазы к 1,01. Ожидает-
ся отклонение амплитуд на 6 % для значений параметров, которые с большой вероятностью произойдут на прак-
тике. При том же значении ωd2/νt но более высоком значении   различия увеличиваются (желтая точка на линии  
σ1 = 0,50). Единственной причиной увеличения σ1, когда ω, d и vt остаются постоянными, было бы увеличение 
скорости   U


. Итак, начальная исходная скорость была оценена как   U


 = 0,5 м/с, но для   U


 = 1,0 м/с желтая точка 

указывает на отношение амплитуд скорости 1,23 и отношение фаз 0,94.
При меньших значениях σ1 отношение амплитуд скорости практически всегда больше 1 независимо от зна-

чения ωd2/νt . В случае доминирования инерции (например, для сейша) не следует ожидать какой-либо разницы 
между расчетами с вертикальной информацией и без нее. На это указывает зеленая точка на линии σ1 = 0,02. 
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Результат соотношения амплитуды и фазы, по-видимому, значительно чувствителен к оценке амплитуд скоро-
сти   U


, а также к коэффициенту донного трения cf . Можно сделать вывод, что регионы, в которых следует ожидать 

значительных различий (более 20 %), трудно поддаются количественной оценке в общем смысле, кроме того, су-
ществуют определенные комбинации скорости потока и глубины воды, которые могут привести к значительному 
отличию результатов. 

В одномерной модели установившегося течения с квадратичным придонным трением одномерное уравнение 
импульса сводится к: 

 
,1 F

d

UUc f
=

где  cf1 — коэффициент трения для потока, усредненного по глубине.
Поскольку U можно считать положительным при установившемся течении, выражение для усредненной по 

глубине скорости становится:
 .

1
fc

FdU =

Отправной точкой для установившегося течения с квадратичным придонным трением для двумерной модели 
является уравнение (21). Константа интегрирования C2 снова находится путем наложения граничного условия на 
слой. Комбинация квадратичного граничного условия  )τ(

2
bbfb uuc=  и уравнения (20) приведет к выражению 

для скорости в слое. Подставляя это в уравнение (21), получаем выражение для C2, таким образом, профиль ско-
рости становится:

 
( ) ( ) ,

2
2

22

ft c
FdzdFzu +−=

ν

где cf2 — коэффициент трения для модели, содержащей информацию в вертикальном направлении. Интегрирова-
ние по глубине дает:
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Аналогично линеаризованному случаю, при предположении   u U=  следует соотношение между cf1 и cf2:
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также cf1 ≠ cf2 и  cf2, поскольку напряжение сдвига слоя определяется по-разному. Функция возвышения уровня 
может быть включена в этот анализ с помощью уравнения неразрывности:
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Усредненная по глубине версия уравнения неразрывности равна:
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где ξ — высота над уровнем моря на свободной поверхности; d — глубина воды; U — усредненная по глубине 
скорость. Высоту поверхности можно найти, подставив выражение для усредненной по глубине скорости, вы-
численной с помощью двух моделей.

Ранее полученная одномерная усредненная по глубине скорость U равна: 
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где A = F/ iw и F = –g∂ζ / ∂x.
Подставляя это в усредненное по глубине уравнение непрерывности (24), получаем:
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Это дифференциальное уравнение имеет следующее однородное решение:
 ( ) ,ζ
~ xpxp eCeCx −

−
+ +=

где  ,σ1 101 iikp −±=±   00 ω ck =  — волновое число без трения;  gdc =0  — скорость волны без трения.
Общее периодическое решение, заданное уравнением (25), содержит две экспоненциально затухающие вол-

ны, распространяющиеся в противоположном направлении. Здесь ±ik0  представляет распространение при отсут-
ствии трения,  1σ1 i−  представляет собой влияние трения. Переписываем p как p1 = µ + ik:
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Здесь вместо того, чтобы работать с σ (отношением трения к инерции), определяется так называемый «угол 
трения» δ, поскольку это представляется более удобным. Общее периодическое решение уравнения (25) может 
быть записано в виде:
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Это сокращенное обозначение для двух волн, распространяющихся в противоположном направлении.
Аналогично u  подставляется в уравнение непрерывности, что приводит к следующему комплексному корню:
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Следующий раздел иллюстрирует некоторые из предыдущих разработок для сингулярной поступательной 
волны и волн в бассейне, закрытом с одного конца, как для двумерного, так и для трехмерного случая.

Результаты исследования. Для интерпретации решения для сингулярной прогрессивной волны будем ис-
пользовать:

ζ ( ) { }.~, ω tieRetx = ζ

Рассматривается сингулярная бегущая волна, поэтому будем использовать ζ+ из уравнения (26):

 ( ) ( ){ } { }.Re~Re, ωρω tixti eeCextx −
+++ == ζζ

Подставляя p2 = µ + ik и записывая C1 по модулю и аргументу, получаем:

 ( ) ( ){ }++−−
++ = Cxktix eeCtx argωRe,ζ μ  или  ( ) ( ) ( ),ζ~,ζ argω ++−

++ = Ckxtiextx

где  ( ) .ζ
~ μxeCx −

++ =

Это решение показывает высоту поверхности сингулярной поступательной волны с k (мнимая часть p) 
в качестве волнового числа (изменение фазы на единицу длины). Поскольку фаза изменяется в зависимости 
от x и t через  ωt – kx, это относится к прогрессивной волне в положительном направлении x, с фазовой скоростью  
c = ω/k,  а аргумент C+  является начальной фазой (фазой, когда ωt = 0)  ζ+ при x = 0.  Амплитуда  ζ+ (x, t) при  x = 0 
задается через |C+|, и она экспоненциально уменьшается в положительном направлении по оси x со скоростью 
затухания µ.

Результаты численных экспериментов представлены в таблице 1. Случай 1 иллюстрирует ситуацию, в которой 
донное трение не вносит существенный вклад в решение (σ1 = 0,05; d = 60 м); для случая 2 трение имеет суще-
ственное значение (σ1 = 0,50; d = 20 м).

Амплитуда подъема поверхности уменьшается с коэффициентом ei–µ∆x.exp (–µ∆x). На расстоянии  ∆x = 10 км 
одномерный коэффициент уменьшения для случая 1 равен e(–0,015)≈0,99, двумерный также равен e(–0,015)≈0,99. Для 
случая 2 одномерный коэффициент уменьшения равен exp(–0,24)≈0,78, двумерный — exp(–0,16)≈0,86. Можно 
сделать вывод, что различия между одномерными и двумерными результатами не существенны, когда донное 
трение не вносит существенный вклад в решение.

(25)

(26)
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Таблица 1

Расчетные параметры волны с постоянной вязкостью vt = 0,05 м2/с

Параметр Формула Случай 1 Случай 2
σ1 0,05 0,50
σ2 0,06 0,62
d 60 [м] 20 [м]
c0 24,3 [м/с] 14,0 [м/с]

k0 ω / с 5,80 · 10−6 1,00 · 10−5

k1 Im (p1) 5,80 · 10−6 1,03 · 10−5

k2 Im (p2) 5,81 · 10−6 8,79 · 10−6

µ1 Re (p1) 1,45 · 10−7 2,44 · 10−6

µ2 Re (p2) 1,50 · 10−7 1,56 · 10−6

Aналитическими решениями для модели, усредненной по глубине, и модели, которая содержит информацию 
по вертикали, являются:
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где 
 
γ~ — функция только от σ2 и bd. Таким образом, усредненные по глубине скорости в обеих моделях выглядят 

очень похоже и могут быть описаны функцией безразмерного σ1-параметра (или безразмерного  σ2-параметра) и 
безразмерного bd-параметра, соответственно, где:
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Чтобы связать вышеприведенные решения, будем считать, что усредненные по глубине скорости в обоих слу-
чаях равны для установившегося течения. 

Концентрируясь на распространении одной преобладающей сингулярной прогрессивной волны, аналитиче-
ский подход, показывает, что определенные условия могут вызывать значительные различия между усреднен-
ными по глубине скоростями, рассчитанными с помощью двумерной и трехмерной моделей. Однако тщатель-
ное исследование привело к выводу, что найти такие условия на практике довольно сложно. Таким образом, 
в сочетании с неопределенностями, связанными с соотношением между двумя моделями, наибольшие разли-
чия следует ожидать в местах с большей глубиной воды (d ˃ 60 м) и высокими скоростями (u ≈˃ 1 м/с). Так-
же следует отметить, что отношение амплитуд практически всегда больше 1, а отношение фаз ˂ 1 для морей.

Аналитические решения были найдены путем линеаризации уравнений, что, очевидно, имеет свои ограниче-
ния. Приводится различие между двумя видами нелинейных эффектов: 

1. Нелинейности, вызванные членами более высокого порядка в уравнениях движения, т. е. членами адвектив-
ного ускорения и трения. Линеаризация термина трения kU основана на оптимальном воспроизведении преоб-
ладающей сингулярной прогрессивной волны. Хотя такая линеаризация эффективна для целей данного исследо-
вания, она искажает распространение и генерацию других составляющих движения водной среды. 

2. Нелинейные эффекты, вызванные геометрическими нелинейностями, которые являются результатом за-
висимости поперечного сечения от высоты поверхности ζ. Это связано, например, с различной глубиной воды 
и шириной водоема, что будет важно при моделировании реального моря.
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