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Аннотация
Введение. Несмотря на развитие численных методов морской гидродинамики, ориентированных на использова-
ние пространственно-трехмерных моделей, применение двумерных гидродинамических моделей по-прежнему 
остается актуальным. Прежде всего это касается моделирования гидродинамических процессов в мелководных 
и прибрежных системах при решении практически важных задач прогнозирования переноса загрязняющих ве-
ществ во взвешенной и растворенной формах. Испарение для морских прибрежных систем, располагающихся 
на Юге России (Азовское море, Северный Каспий и др.), а тем более в прибрежных районах Красного моря, 
является существенным фактором, который влияет не только на баланс водных масс, но и вносит изменения 
в импульс системы и распределение вектора скорости водной среды. Этот эффект заметен для прибрежных тече-
ний и мелководных систем. 
Материалы и методы. В данной работе при построении пространственно-двумерной (2D) модели гидродинами-
ки морских прибрежных систем при интегрировании по вертикальной координате не применялась традиционная 
методика преобразования членов уравнений Навье-Стокса, содержащих дифференцирование по горизонтальным 
пространственным переменным, предполагающая перестановку операций дифференцирования по горизонталь-
ным пространственным координатам и интегрирование по вертикальной координате. Это позволило избежать 
появления в пространственно-двумерной модели нефизических источников энергии и импульса, которые могут 
иметь существенное значение в традиционных 2D-моделях при значительных перепадах глубин, характерных 
для прибрежных систем. Дополнительно в работе исследовано выполнение аналога закона сохранения полной 
механической энергии системы для построенной 2D-модели.   
Результаты исследования. С помощью корректного преобразования 3D-модели (интегрирования уравнений 
Навье-Стокса и неразрывности по вертикальной координате с учетом испарения со свободной поверхности) по-
строены пространственно-двумерные модели гидродинамики, для которых выполняются основные законы со-
хранения, в том числе массы и полной механической энергии системы. Исследовано выполнение аналога за-
кона сохранения полной механической энергии для различных типов граничных условий, в том числе на дне. 
Выполнен корректный учет испарения со свободной поверхности не только в уравнении неразрывности, но 
и в уравнениях движения с учетом ветра и волн. 
Обсуждение и заключение. Построена и исследована двумерная модель гидродинамики, учитывающая испа-
рение не только в уравнении баланса масс (неразрывности), но и в уравнениях движения (Навье-Стокса). Пред-
ложенная модель может быть использована для прогнозного моделирования гидрофизических процессов, в том 
числе распространения загрязняющих веществ в водной среде прибрежных систем и мелководных водоемов 
применительно к таким морским системам, как Азовское море, Северный Каспий, прибрежные районы Крас-
ного моря и др. Пространственно-двумерные модели морской гидродинамики, не заменяя трехмерных моде-
лей, могут служить модельной основой для оперативного прогнозирования ситуаций в прибрежных системах 
и мелководных объектах с использованием вычислительных систем с относительно невысокой производительно-
стью и умеренным объемом оперативной памяти (5–10 Тфлопс, 2–4 ТБ соответственно).

Ключевые слова: прибрежные морские системы, испарение, 2D-модели гидродинамики, законы сохранения 
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abstract
Introduction. The use of two-dimensional (2D) hydrodynamic models is relevant, despite the development of numerical 
methods of marine hydrodynamics focused on the use of three-dimensional spatial models. This is due to the modelling 
of hydrodynamic processes in shallow and coastal systems in solving practically important problems of predicting 
the transport of pollutants in suspended and dissolved forms. Evaporation for the Southern of Russia marine coastal 
systems (the Azov Sea, the Northern Caspian, etc.), and even more so in the coastal areas of the Red Sea, is a significant 
factor that affects not only the balance of water masses, but also makes changes in the momentum of the system and 
the distribution of the velocity vector of the aquatic environment. This effect is significant for coastal currents and 
shallow-water systems.
Materials and Methods. The traditional method of converting the terms of the Navier-Stokes equations containing 
differentiation by horizontal spatial variables was used, involving the rearrangement of differentiation operations by 
horizontal spatial coordinates and integration by vertical coordinate when constructing a spatially two-dimensional model 
of hydrodynamics of marine coastal systems when integrated by vertical coordinate. This made it possible to avoid the 
appearance of non-physical sources of energy and momentum in the spatially two-dimensional model, which can be 
essential in traditional 2D models with significant depth differences characteristic of coastal systems. The implementation 
of the analogue of the law of conservation of the total mechanical energy of the system for the constructed 2D model is 
investigated.
Results. Using the correct transformation of the 3D model (integration of the Navier-Stokes equations and continuity 
along a vertical coordinate, taking into account evaporation from a free surface), spatially two-dimensional models of 
hydrodynamics are constructed, for which the basic conservation laws, including mass and total mechanical energy of 
the system, are fulfilled. The implementation of an analogue of the law of conservation of total mechanical energy for 
various types of boundary conditions, including at the bottom, is investigated. The evaporation from the free surface 
is correctly accounted for not only in the continuity equation, but also in the equations of motion taking into account 
wind and waves.
Discussion and Conclusion. 2D model of hydrodynamics has been constructed and studied, taking into account 
evaporation not only in the mass balance equation (continuity), but also in the Navier-Stokes equations of motion. The 
proposed model can be used for predictive modelling of hydrophysical processes, including the spread of pollutants 
in the aquatic environment of coastal systems and shallow reservoirs in relation to marine systems such as the Sea 
of Azov, the Northern Caspian Sea, coastal areas of the Red Sea, etc. Spatially two-dimensional models of marine 
hydrodynamics, without replacing three-dimensional models, can serve as a model basis for operational forecasting of 
situations in coastal systems and shallow-water objects using computing systems with relatively low performance and 
a moderate amount of RAM (5–10 Tflops, 2–4 TB, respectively).
Keywords: Coastal Systems, Evaporation, 2D Hydrodynamics Models, Mass Conservation Law, Mechanical Energy 
Conservation Law
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Введение. Несмотря на развитие численных методов морской гидродинамики, ориентированных на использо-
вание пространственно-трехмерных моделей, применение двумерных гидродинамических моделей остается вос-
требованным [1–4]. Прежде всего это касается гидродинамических процессов в мелководных и прибрежных си-
стемах при решении практически важных задач оперативного прогноза распространения загрязняющих веществ 
во взвешенной и растворенной формах, движения осадков и донных отложений. Испарение для морских при-
брежных систем, располагающихся на Юге России (Азовское море, Северный Каспий и др.), а тем более для при-
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брежных районов Красного моря является существенным фактором, который влияет не только на баланс водных 
масс, но и вносит изменения в импульс системы и распределение вектора скорости водной среды. Этот эффект 
очень заметен для прибрежных течений и мелководных систем [5−8]. Цель работы — построить консервативную 
пространственно-двумерную гидродинамическую модель, для которой выполняются законы сохранения баланса 
массы и полной механической энергии с учетом испарения воды со свободной поверхности водного объекта. 

Прибрежные морские системы характеризуются высокой интенсивностью движения водной среды, большими 
перепадами глубин, сложной формой береговой линии, а в ряде случаев — наличием различных гидротехниче-
ских сооружений. Наибольший вред водным ресурсам наносит промышленное загрязнение [9−10]. В результате 
деятельности береговых предприятий и морского флота в воду попадают полихлорированные бифенилы, тяже-
лые металлы, поверхностно-активные вещества, легкоокисляемая органика, полиароматические углеводороды 
и др. Особую опасность представляют отходы нефтехимической и нефтеперерабатывающей промышленности. 
Нефтяное загрязнение является одной из наиболее вредных и трудноразрешимых чрезвычайных ситуаций [11–12].

Испарение — важный процесс при большинстве разливов нефти. Легкая нефть очень резко изменяется с жид-
кой на вязкую.  В условиях, когда пограничный слой воздуха неподвижен (нет ветра) или имеет низкую турбу-
лентность, воздух непосредственно над водой быстро насыщается и испарение замедляется [13]. Когда скорость 
ветра увеличивается, скорость испарения существенно возрастает и является нелинейно зависящей функцией 
от высоты волн. В настоящей работе используется относительно простая модель испарения, которая позволяет 
учесть эти эффекты. 

Другая особенность полученных пространственно-двумерных моделей гидродинамики — учет того факта, 
что операции дифференцирования по пространственным переменным в горизонтальных направлениях не яв-
ляются, как показано А.И. Сухиновым, коммутативными по отношению к операции интегрирования по верти-
кальной пространственной координате. В случае прибрежных систем, где наблюдается существенный перепад 
глубин, произвольное изменение порядка следования данных операций, выполненное для «удобства и простоты» 
получения пространственно-двумерных уравнений движения водной среды, может привести к появлению фик-
тивных, физически необоснованных источников импульса в уравнениях Навье-Стокса. Предложенный авторами 
способ построения двумерных уравнений движения позволяет исключить данный негативный эффект. 

Материалы и методы. Для моделирования гидродинамического процесса с испарением на открытой аква-
тории используются уравнения сохранения массы, импульса и энергии, описывающие перенос как жидкой, так 
и газовой фазы. Вводится прямоугольная декартова система координат. Ось Oz направим противоположно на-
правлению g из некоторой точки на невозмущенной поверхности жидкости, ось Ox — на восток, ось Oy — на 
север. Поскольку вклад центробежной силы составляет ≈ 0,2 % от вклада гравитационной силы притяжения 
к Земле, угол ϑ между вектором угловой скоростью вращения Земли и вертикалью Oz можно считать дополняю-
щим до π/2 широтой места.

Результаты исследования. При выводе 2D-модели гидродинамики выполним интегрирование 3D-уравнения 
неразрывности

 0=′+′+′ zyx wvu

и 3D-уравнений Навье-Стокса
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для вязкой (в линейном приближении) несжимаемой (плотность ρ = const) жидкости, вращающейся с угловой 
скоростью

 ( ) ,sincos ϑ kjΩ +Ω= ϑ

где i, j, k — единичные орты; u = u (x, y, z, t), v = v (x, y, z, t), w = w (x, y, z, t)  — компоненты вектора скорости жид-
кости в точке (x, y, z)  в момент времени  t; p — полное гидростатическое давление;  φ — гравитационный потенциал;  
η —первый коэффициент вязкости в однородном поле тяжести  ∇φ = –g = –gk = const;  pa = pa (x, y, t) — атмосферное 
давление, p = pa + ρg(ξ – z),  ( )kji −′+′=∇ yxgp ζζ , –h ≤ z ≤ ξ ,
где ξ = ξ  (x, y, z) — поднятие уровня свободной поверхности жидкости по отношению к невозмущенному состо-
янию; h = h (x, y, z) — высота столба жидкости под невозмущенной поверхностью.

Подставляя в 3D уравнения Навье-Стокса выражения для гравитационного потенциала и давления получим:
 0=′+′+′ zyx wvu ,
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Интегрируем полученные уравнения по вертикальной координате z от –h до ξ с учетом соотношений для 
дифференцируемых функций f = f (x, y, z, t), ξ = ξ  (x, y, t), h = h (x, y, t):
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где fs= f (x, y, ξ, t),  fb = f (x, y, –h, t)  — значения функции  f на поверхности и дне соответственно.
Получаем следующие уравнения:
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h
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ρ
η

ρ
ζ

ζζ

 ( ) ( )( )) ,sin2 Uvv bzsz Ω−′−′+ ϑ
 
( ) +
















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′



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
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
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













′′−′′−

′














′+
















′′−′′−

′



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h
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h
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22

 ( ) ( )( )) ,cos2 Uww bzsz Ω+′−′+ ϑ

где 
 

∫
−

=
ζ

,
h

udzU  
 

,
ζ

∫
−

=
h

vdzV  
 

;
ζ

∫
−

=
h

wdzW  — полная глубина.

Перегруппировав слагаемые, получим:

 ( ) ( ) ,0ζζ =+′+′−+′−′−+′+′ bybxbsysxsyx whvhuwvuVU
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(1)

(2)

(3)
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),cossin 2ζζ
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



 ′′−′−′+′′−′−′+′−= ϑ ϑ
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
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





+

′














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bybxbtbsysxstsy

h

x

h
t whvhuhwwvuwvwdzuwdzW ζζζ
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ,cos2ζζ
ρ
η

UFFhwwWhwwW zbzsyybysyxxbxsx Ω+++




 ′′−′−′+′′−′−′= ϑ

где граничные вязкие напряжения на поверхности жидкости отнесены на счет силы трения ветра о поверхность
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +





 ′+′′−′′−+′−=++= −− ikjiF  ζζηρρ 11

szysyxsxxazsysxss uuupHFFF

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) , ζζηρ ζζηρρ 111 kj szysyxsxszysyxsxya wwwvvvpH ′+′′−′′−+




 ′+′′−′′−+′−+ −−−

а вязкие напряжения на дне отнесены на счет силы трения о дно
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( +′−′′−′′−=++= − ikjiF  ηρ 1

bzybyxbxzbybxbb uhuhuFFF

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ).  ζζ ζζ kj szysyxsxszysyxsx wwwvvv ′+′′−′′−+′+′′−′′−+

С учетом кинематических условий на поверхности и дне
 1ωρζζζ −+′=+′−′− tsysxs wvu ,  tbybxb hwhvhu ′−=+′+′ ,

где ωρ–1 — испаряющийся в единицу времени слой жидкости, получим
 .0

ρ
ω
=+′+′+′ yxt VUH

Для определения скорости испарения с единичной площади использовалась следующая эмпирическая формула:
 

( ),  ω setus PPe
h

g
−=








где Pus — давление паров насыщенного воздуха, мбар; Pset — парциальное давление водяного пара при заданной 
температуре и влажности воздуха, мбар; e — эмпирический коэффициент, г/м2/ч/мбар, который зависит от интен-
сивности образования брызг в бассейне.

Рассмотрим двумерную задачу определения скорости испарения с поверхности воды при движении воздуха 
с постоянной скоростью при скорости ветра V, влажности воздуха f, температуре воздуха Ta, температуре воды Tw. 
Скорость испарения с поверхности бассейна W определяют в г/сек/м2 (рис. 1).

Рис. 1. Граница раздела воды и воздуха

На основании экспериментальных данных определим эмпирические зависимости для расчета скорости ис-
парения по формуле из расчета на единицу площади:

 ( )( ) ,φ 
ω

w

aw

r
PPVBA ⋅−⋅+

=

где Pw — давление насыщенного пара при температуре воды; Pa — давление насыщенного пара при температуре 
воздуха; rw — теплота парообразования (rw = 2,2582 Дж/кг при нормальном атмосферном давлении); A и B — эм-
пирические константы. Разброс скоростей испарения по разным источникам составляет +100 %–80 %.

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,sin2ζζ
ρ
η

ζ UFFhvvVhvvVgH ybysyybysyxxbxsxy Ω−++




 ′′−′−′+′′−′−′+′−= ϑ

V Ф, Та ТW

L
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Существует ряд стандартов, дающих аналогичные результаты в середине этого диапазона: ВМО (1966) СССР, 
Сартори (1989), Мак-Миллана (1971) и др. Согласно стандарту ВМО (1966) СССР, коэффициенты А = 0,0369, 
В = 0,0266. Следует отметить, что скорость испарения, рассчитанная по указанному стандарту для V = 0 м/с, со-
гласуется со скоростью испарения, определенной по стандарту VDI 2089 для фиксированной (невозмущенной) 
поверхности, с точностью до 10–15 %.

Расчеты могут проводиться как в ламинарной, так и в турбулентной постановках с калибровкой числа Шмид-
та Sc и турбулентного числа Шмидта Sct. Данное число калибруется в зависимости от разницы скоростей воды 
и ветра в районе границы раздела сред. На основе имеющихся инструментов пакета гидродинамики STAR-CCM 
скорость в области границы раздела сред может определяться как

Vb = ∇V ⋅ G(1/3),
где ∇V — градиент скорости, определяемый по текущему полю скоростей; G1/3 — характерный размер ячейки, 
рассчитываемый по ее объему. Зависимость турбулентного числа Шмидта от скорости в области границы раздела 
сред для прогнозирования скорости испарения на волнах. При высоте волны 1,5 м, длине 10 м, скорости 3 м/с:

 .5,3)3 6676 333,0()( 2 ⋅++−= BBBt VVVSc ,

Приведенная выше формула используется для прогнозирования скорости испарения при наличии волн.  Даль-
нейшее уточнение процесса испарения мы не рассматриваем и продолжим получение 2D модели:
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′
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
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ρ
ηζζ

ρ
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
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
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
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Выделяя в производных

 ( ) ( ) ( ) ,ζ xszsxxs fff ′′+′=′

 

 ( ) ( ) ( ) ,xbzbxxb hfff ′′−′=′

 ( ) ( ) ( ) ,ζ yszsyys fff ′′+′=′
 
 ( ) ( ) ( ) ,ybybyyb hfff ′′−′=′

сложных функций fs= f (x, y, ξ, t), t),  fb = f (x, y, –h (x, y, t) t) слагаемые, имеющие вид и размерность вязких на-
пряжений, следовательно, изменяющихся непрерывно при переходе границ раздела «атмосфера — жидкость» 
и «жидкость — дно», и относя их на счет обобщенных сил трения ветра о поверхность Fs

* и жидкости о дно Fb
*, 

получим:  ,0
ρ
ω
=+′+′+′ yxt VUH
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 ( ) ( ) ,sin2** UFF ybys Ω−++ ϑ

(4)

(5)
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h
t hhwwWWwvwdzuwdzW ζζ

ρ
η

ρ
ω

ζζ

 ( ) ( ) cos2** UFF zbzs Ω+++ ϑ,
где

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) +′+′′+′′+′′−= − iF  ζζζζηρ 221*
yxszysyxsxxss uuuF

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) +′+′′+′′+′′−+ − j ζζζζηρ 221
yxszysyxsxys vvvF

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) ,ζζζζηρ 221 kyxszysyxsxzs wwwF ′+′′+′′+′′−+ −

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) +′+′′+′′+′′−= − iF  ηρ 221*
yxbzybyxbxxbb hhuhuhuF

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) +′+′′+′′+′′−+ − j ηρ 221
yxbzybyxbxyb hhvhvhvF

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )( ) , ηρ 221 kyxbzybyxbxzb hhwhwhwF ′+′′+′′+′′−+ −

равны по величине и направлены противоположно силам, действующим со стороны столба жидкости на столб ат-
мосферного воздуха над ним и участком дна под ним. Слагаемые, изменяющиеся при переходе границ раздела 
«атмосфера — жидкость» и «жидкость — дно» скачкообразно, оставлены на счету сил внутреннего вязкого трения.

При
W cos ϑ << V sin ϑ

решения уравнений (4) и (5) не зависят от решения уравнения (6), которое исключаем

 ,0
ρ
ω
=+′+′+′ yxt VUH
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 ( ) ( ) ,sin2** VFF xbxs Ω+++ ϑ
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 ( ) ( ) ,sin2** UFF ybys Ω−++ ϑ

где Δ = ∂2 / ∂x2 + ∂2 / ∂y2 — двумерный оператор Лапласа.
Вводя коэффициенты Cuu, Cuv, Cvv, Cu, Cv:

 
,21

ζ
2 UHCdzu uu

h

−

−

=∫  
 

,1
ζ

UVHCuvdz uv
h

−

−

=∫  
 

,21
ζ

2 VHCdzv vv
h

−

−

=∫  us = CuH
−1U, vs = CvH

–1V,  

уравнения (7)–(9) можно переписать в виде

 ( ) ,0ρω =+′+′+′ yxt VUH
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+∆−∆−∆+′−=+′+

′
+′ huHUCUgHHUCHUVCHUCU buxuyuvxuut ζρηζρω2

 ( ) ( ) ,sin2** VFF xbxs Ω+++ ϑ

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+∆−∆−∆+′−=+
′

+′+′ hvHVCVgHHVCHVCHUVCV bvyvyvvxuvt ζρηζρω2

 ( ) ( ) .sin2** UFF ybys Ω−++ ϑ

В силу неравенства Коши-Буняковского имеются следующие ограничения для коэффициентов Cuu и Cvv:
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CdzvHV

а в силу положительной полуопределенности квадратичной формы

(6)

(7)

(8)

(9)
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( ) ,022 22

ζ
2

ζζ
2

ζ
2 ≥+−=





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





+−=− ∫∫∫∫

−−−−

VCUVCUCdzvuvdzdzuHdzvuH vvuvuu
hhhh

— ограничение для Cuv
Cuv

2 ≤ CuuCvv.
Следующим этапом исследования является получение и анализ уравнения баланса полной механической 

энергии при определенных упрощениях.
При Cuu ≡ Cuv ≡ Cvv ≡ 1 для упрощенной модели получаем:

 ( ) ,0ρω =+′+′+′ yxt VUH
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+∆−∆−∆+′−=+′+

′
+′ huHUCUgHHUCHUVHUU buxuyxt ζρηζρω2

 ( ) ( ) ,sin2** VFF xbxs Ω+++ ϑ

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+∆−∆−∆+′−=+
′

+′+′ hvHVCVgHHVCHVHUVV bvyvyxt ζρηρω2 ζ

 ( ) ( ) .sin2** UFF ybys Ω−++ ϑ

Выполняется закон сохранения полной механической энергии — суммы потенциальной энергии в результи-
рующем поле тяжести и положительно определенной квадратичной формы интегралов U и V, приемлемой в ка-
честве оценки кинетической энергии столба жидкости.

Умножая (10) на U/H:
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) =′++′+

′
+′ xuyxt gUHUCHUVHUHUHUUHU ζρω 222

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),sin2ζρη ** HUVFFHUhuHUCUHU xbxsbu Ω+++∆−∆−∆= ϑ
а (11) — на V/H:

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) =′++
′

+′+′ yvyxt gVHVCHVHVHUVHVVHV ζ ρω  222

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )HUVFFHVhvHVCVHV ybysbv sin2ζ ρη ** Ω−++∆−∆−∆= ϑ

и учитывая соотношения
 ( ) ( )( ) ( )( ) ,22 222

ttt HHUHUUHU ′+
′

=′

 ( ) ( )( ) ( )( ) ,22 222
ttt HHVHVVHV ′+

′
=′

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ,2 2 2222
xxx HUHUUHUHUHU ′

+′=
′

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ,2  2 222
yyy HUHVVHUHUVHU ′

+′=′

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ,2  2 222
xxx HVHUUHVHUVHV ′

+′=′

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ,2 2 2222
yyy HVHVVHVHVHV ′

+′=
′

получим
 ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )++′+′+′+

′
+

′
+

′ ρω2222 22222
yxtyxt VUHHUHUHVHUHUHU

 ( )( )( ) ( ) =




 ′−′+−+ xxu UUgHUC ζζ2/1ρω 2

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),sin2ζρη ** HUVFFHUhuHUCUHU xbxsbu Ω+++∆−∆−∆= ϑ

 ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )++′+′+′+
′

+
′

+
′ ρω2222 22222

yxtyxt VUHHVHVHVHVHUHV

 ( )( )( ) ( ) =




 ′−′+−+ yyv VVgHVC ζζ2/1ρω 2

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )HUVFFHVhvHVCVHV ybysbv sin2ζρη ** Ω−++∆−∆−∆= ϑ .

Складывая (12) и (13), приходим к
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) +

′
+++

′
+++

′
+ yxt gHHVUHVgHHVUHUHVU ζ2ζ22 222222

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )=′+′−−+−+ yxvu VUgHVCUCH ζ2 1212ρω 22

(10)

(11)

(12)

(13)



Computational Mathematics and Information Technologies. 2023;7(4):9−21. eISSN 2587-8999

17

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )+∆+−∆+−∆+∆= hvHVuHUHVCHUCVHVUHU bbvu ζρη 22

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) .**** HFFVFFU ybysxbxs ++++

Над неподвижным (h0′ ≡ 0) дном выполняется
 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) =+

′
−=+′=′+′− ζρω2/ζρωζζζ 22 gHHhggVUg ttyx

 ( )( ) ( )( ) ( )( ).2/2/ζρω2/ζ 2gHhgHHhgH t +−+′−=
В итоге приходим к уравнению, которое является аналогом уравнения баланса полной механической энергии 

в дифференциальной форме

 ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )++Π+′+Π+Κ+′+Π+Κ+′Π+Κ PHPHVPHU yxt ρω

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) =−+−+ HVCUCH vu 21212ρω 22

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )+∆+−∆+−∆+∆= hvHVuHUHVCHUCVHVUHU bbvu ζρη 22

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ,**** HFFVFFU ybysxbxs ++++

где K = (U 2+V 2)/(2H), П = gH (ξ – h) / 2, P = gH 2/ 2, П + P = gHξ.
Для положительной функции E = E (x, y, t) > 0, удовлетворяющей уравнению переноса

Et′ + (U / H) Ex′ + (V / H) Ey′ = 0,
уравнение (4) справедливо и для обобщения оценки кинетической энергии

K = E ⋅ (U 2 + V 2) / (2H).
Если считать неподвижной и границу ∂G области G, то

 
( ) ( ) ,t

G G

t dxdydxdy
′














Π+Κ=′Π+Κ∫∫ ∫∫

а используя формулы Грина

 ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( ) =−+Π+Κ=




 ′+Π+Κ+′+Π+Κ ∫∫∫

∂GG

yx HVdyUdxPdxdyPHVPHU

 ( )( ) ,,∫
∂

++Π+Κ=
G

HdlVUP nji

 ( ) ( )( ) =∆+∆∫∫
G

dxdyVHVUHU

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,, 22 ∫∫∫∫∫ ∆Κ+∇+∇−Κ∇=
∂ GGG

HdxdyHdxdyHVHUHdln

где n — внешняя нормаль к границе ∂G области G и полагая Cu ≡ Cv ≡ C, получим уравнение баланса аналога 
полной механической энергии жидкости в интегральной форме:

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) =+Π+Κ−+++Π+Κ+

′














Π+Κ ∫∫∫∫∫

∂

dxdyPCHHdlVUPdxdy
G

t

G

12ρω,nji

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )







+∆Κ−−∇+∇−Κ∇= ∫∫∫∫∫

∂ GGG

dxdyHCdxdyHVHUHdl ζ12,ρη 22n

 
( ) ( ) ( )( )( ) +







∆+−Κ+ ∫∫

G
bb hdxdyvHVuHUH

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) .****∫∫ ++++
G

ybysxbxs HdxdyFFVFFU

Если на поверхности дна выполняются условия «прилипания»
ub ≡ vb ≡ wb ≡ 0,

то слагаемое
 ( ) ( )( ) 0=∆+∫∫

G

bb hdxdyvHVuHU

(14)

(15)
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в уравнении баланса (15) отсутствует, а над поверхностью дна, являющейся гармонической функцией
Δh ≡ 0

отсутствует и слагаемое
 ( ) 0=∆Κ∫∫

G

hdxdyH

и модель
 ( ) 0ρωζ =+′+′+′ yxt VU  или  ( ) ,0ρω =+′+′+′ yxt VUH

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+∆−∆+′−=+′+
′

+′ ζρηζρω2 HUCUgHHUCHUVHUU xyxt

 ( ) ( ) ,sin2** VFF xbxs Ω+++ ϑ

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+∆−∆+′−=+
′

+′+′ ζρηζρω2 HVCVgHHVCHVHUVV yyxt

 ( ) ( ) sin2** UFF ybys Ω−++ ϑ
оказывается строго диссипативной за счет действия сил внутреннего вязкого трения.

Соответствующая (17)–(19) система уравнений в усредненных значениях скоростей  HUu =  и   HVv =  будет 
иметь вид:  ( ) ( ) ( ) 0ρωζ =+′+′+′ yxt vHuH  или  ( ) ( ) ( ) ,0ρω =+′+′+′ yxt vHuHH

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+∆−∆+′−=+′+
′

+′ ζρηζρω2 uCuHgHuCvuHuHuH xyxt

 ( ) ( ) ,sin2** vHFF xbxs Ω+++ ϑ
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+∆−∆+′−=+

′
+′+′ ζρηζρω2 vCvHgHvCvHvuHvH yyxt

 ( ) ( ) sin2** uHFF ybys Ω−++ ϑ
или, в силу уравнения неразрывности:

 ( ) ( ) ( ) 0ρωζ =+′+′+′ yxt vHuH  или  ( ) ( ) ( ) ,0ρω =+′+′+′ yxt vHuHH

 ( )( )( ) ( )( ) ( )( )+∆−∆+′−=−+′+′+′ ζρηζ1ρω uCuHHgHuCuvuuu xyxt

 ( ) ( )( ) ,sin2** vHFF xbxs Ω+++ ϑ

 ( )( )( ) ( )( ) ( )( )+∆−∆+′−=−+′+′+′ ζρηζ1ρω vCvHHgHvCvvvuv yyxt

 ( ) ( )( ) .sin2** uHFF ybys Ω−++ ϑ

Можно также получить другие пространственно-двумерные гидродинамические модели прибрежных систем 
и мелководных водоемов.

Вводя упрощения

 
( ) ,

ζ

x

h
x HUHdzu ′→′∫

−

  
( ) ,

ζ

y

h
y HUHdzu ′→′∫

−

  
( ) ,

ζ

x

h
x HVHdzv ′→′∫

−

  
( ) y

h
y HVHdzv ′→′∫

−

ζ

на этапе (1)–(3) и рассуждая аналогично вышеизложенному, придем к следующей модели

 ( ) ,0ρωζ =+′+′+′ yxt VU

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +








 ′





 ′+

′





 ′+′−=+′+

′
+′ yyxxxyxt HUHHUHgHHUCHUVHUU ρηζρω2

 ( ) ( ) ,sin2** VFF xbxs Ω+++ ϑ

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +









 ′





 ′+

′





 ′+′−=+

′
+′+′ yyxxyyxt HVHHVHgHHVCHVHUVV ρηζρω2

 ( ) ( ) sin2** UFF ybys Ω−++ ϑ

или, в усредненных значениях скоростей
 ( ) ( ) ( ) ,0ρω =+′+′+′ yxt vHuHH

 ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) +




 ′′+′′+′−=−+′+′+′ yyxxxyxt uHuHHgHuCuvuuu ρηζ1ρω

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)
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 ( ) ( )( ) ,sin2** vHFF xbxs Ω+++ ϑ

 ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) +




 ′′+′′+′−=−+′+′+′ yyxxyyxt vHvHHgHvCvvvuv ρηζ1ρω

 ( ) ( )( ) ,sin2** uHFF ybys Ω−++ ϑ

с учетом равенств и в предположении выполнения аналога уравнения баланса полной механической энергии
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =






















 ′





 ′+

′





 ′+









 ′





 ′+

′





 ′∫∫

G

yyxxyyxx dxdyHVHHVHHVHUHHUHHU

 ( )( ) ( ) ( )( ) ,, 22∫∫∫ ∇+∇−Κ∇=
∂ GG

dxdyHVHUHdlHH n

в виде
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) =+Π+Κ−+++Π+Κ+

′














Π+Κ ∫∫∫∫∫

∂

dxdyPCHHdlVUPdxdy
G

t

G

12ρω,nji

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) +














∆Κ−−∇+∇−Κ∇= ∫∫∫∫∫

∂ GGG

dxdyHCdxdyHVHUHdlHH ζ12,ρη 22n

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) .****∫∫ ++++
G

ybysxbxs HdxdyFFVFFU

Другое семейство моделей можно получить, оставляя на счету сил внутреннего вязкого трения только слага-
емые, не препятствующие получению уравнения баланса со строгой диссипацией аналога полной механической 
энергии системы за счет действия сил внутреннего вязкого трения и перенося остальные слагаемые на счет ин-
тенсивности испарения, где добавляется слагаемое типа избыточного (под поверхностью жидкости выпуклой 
вверх) или недостаточного (под поверхностью жидкости выпуклой вниз) лапласова давления:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )+∆−∆+′−=+′+
′

+′ HHUUgHHUCHUVHUU xyxt 2/1ρηζρω *2

 ( ) ( ) ,sin2** VFF xbxs Ω+++ ϑ

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )+∆−∆+′−=+
′

+′+′ HHVVgHHVCHVHUVV yyxt 2/1ρηζρω *2

 ( ) ( ) ,sin2** UFF ybys Ω−++ ϑ

 ( ) ( ) ( )( )( ) 021ρηρω 1* =∆−∆−−+′+′+′ − hHCVUH yxt

или
 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) .02ζ21ρηρωζ 11* =∆−∆−−+′+′+′ −− hCCVU yxt

Уравнение аналога баланса полной механической энергии для модели (32)–(34) отличается от (15) заменой  
(ω/ρ) на

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ).2ζ21ρηρω21ρηρω 11*1* hCChHC ∆−∆−−=∆−∆−− −−−

В ходе работы построена и исследована двумерная модель гидродинамического процесса, учитывающая су-
щественные особенности прибрежных систем, исходя из баланса массы, энергии и импульса. Предложенная мо-
дель может быть использована для прогнозного моделирования гидрофизических процессов, в том числе распро-
странения загрязняющих веществ в водной среде морских и прибрежных систем.

Заключение и обсуждение. Особенность полученных пространственно-двумерных моделей гидродинами-
ки учитывает тот факт, что операции дифференцирования по пространственным переменным в горизонтальных 
направлениях не являются коммутативными по отношению к операции интегрирования по вертикальной про-
странственной координате. В прибрежных системах, где наблюдается существенный перепад глубин, произволь-
ное изменение порядка следования данных операций, выполненное для получения пространственно-двумерных 
уравнений движения водной среды, может привести к появлению фиктивных, физически необоснованных ис-
точников импульса в уравнениях Навье-Стокса. Разработанный авторами способ построения двумерных урав-
нений движения позволяет исключить данный негативный эффект, а сохранение порядка операций гарантирует 
выполнение корректного учета испарения со свободной поверхности не только в уравнении неразрывности, но 
и в уравнениях движения с учетом ветра и волн. 

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)
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