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Аннотация
Введение. Для предупреждения возникновения и уменьшения последствий опасных и катастрофических явле-
ний, связанных с переносом взвеси в природных системах, необходимо строить оперативные и научно оправдан-
ные прогнозы, выявлять критические состояния, при которых возможно появление чрезвычайных ситуаций. Для 
этих целей следует создать точный и быстро работающий инструментарий, включающий алгоритмы численного 
решения модельной задачи, учитывающей специфику природных систем. В настоящей работе представлены па-
раллельные алгоритмы численного решения пространственно-трехмерной задачи диффузии-конвекции взвеси, 
позволяющие ощутимо снизить время расчёта (более чем в 4 раза), при сравнении с расчетами, проводимыми 
с использованием последовательного алгоритма.
Материалы и методы. Для параллельного решения пространственно-трехмерной задачи диффузии-конвекции по-
строена неявная схема расщепления, в которой исходная непрерывная задача заменяется на цепочку двумерных 
и одномерных задач. Предлагаемые в работе схемы расщепления являются физически обоснованными и учитыва-
ют специфику прибрежных морских систем, для которых влияние микротурбулентной диффузии и адвективного 
переноса субстанций сопоставимы, причем при аппроксимации реальных задач сеточное число Пекле не пре-
восходит единицы. Для параллельной численной реализации использован метод декомпозиции сеточной области 
двумя семействами вертикальных плоскостей, параллельными координатным плоскостям Oxz и Oyz, в сочетании 
с методом Зейделя при решении двумерных сеточных задач в горизонтальных плоскостях и методом прогонки 
при решении одномерных трехточечных задач по вертикальному направлению. В рамках программной реали-
зации параллельного счёта представлен параллельный алгоритм, реализующий задачу диффузии-конвекции на 
вычислительной системе с использованием технологии MPI. 
Результаты исследования. Получен сравнительный анализ параллельного и последовательного алгоритмов на 
примере решения модельной задачи.
Обсуждение и заключения. Разработанное программное средство позволяет его практически использовать для 
решения конкретных гидрофизических задач, в том числе в качестве элемента программного комплекса.
Ключевые слова: задача диффузии-конвекции, разностная схема, двумерно-одномерная схема, параллельные 
вычисления, метод Зейделя, метод прогонки
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Abstract
Introduction. To prevent the occurrence and mitigate the consequences of hazardous and catastrophic phenomena 
associated with sediment transport in natural systems, it is necessary to develop operational and scientifically justified 
forecasts, identify critical states at which the emergence of emergency situations is possible. For these purposes, it is 
necessary to create an accurate and efficient toolkit, including algorithms for numerical solution of a model problem 
that takes into account the specifics of natural systems. In this work, parallel algorithms for numerical solution of 
a spatially three-dimensional diffusion-convection problem of sediment are presented, which allow a significant reduction 
in computation time (by more than 4 times) compared to calculations conducted using a sequential algorithm.
Materials and Methods. For the parallel solution of the spatially three-dimensional diffusion-convection problem, an 
implicit splitting scheme is constructed, in which the original continuous problem is replaced by a chain of two-dimensional 
and one-dimensional problems. The splitting schemes proposed in the work are physically justified and take into account 
the specifics of coastal marine systems, for which the influence of micro-turbulent diffusion and advective transport of 
substances are comparable, and the Peclet number does not exceed unity when approximating real problems. For the 
parallel numerical implementation, a method of decomposing the grid domain into two families of vertical planes parallel 
to the coordinate planes Oxz and Oyz, combined with the Seidel method for solving two-dimensional grid problems in 
horizontal planes and the tridiagonal matrix algorithm when solving one-dimensional three-point problems in the vertical 
direction, is used. Within the framework of the parallel computing software implementation, a parallel algorithm is 
presented that implements the diffusion-convection problem on a computing system using MPI technology.
Results. A comparative analysis of parallel and sequential algorithms is obtained using a model problem.
Discussion and Conclusions. The developed software allows its practical use for solving specific hydrophysical problems, 
including as part of a software complex.
Keywords: diffusion-convection problem, difference scheme, two-dimensional-one-dimensional scheme, parallel 
computing, Seidel method, tridiagonal matrix algorithm
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Введение. При численном моделировании прикладных задач транспорта вещества уравнения конвекции-диффу-
зии [1–4] являются базовыми. Основными особенностями таких задач являются, в частности, несамосопряженность 
оператора задачи, а также существенные различия в пространственно-временных масштабах разностных операто-
ров конвективного и диффузионного переносов [5–8]. Эти особенности задачи должны быть учтены на дискретном 
уровне при построении аппроксимации непрерывной задачи.

При численном решении указанного класса задач с перспективой эффективного распараллеливания хорошо 
зарекомендовал себя метод расщепления по геометрическим направлениям [9–12]. Рассматриваемая неявная схе-
ма основана на расщеплении трехмерного оператора диффузии-конвекции на двумерный и одномерный опера-
торы и формировании двумерно-одномерной аддитивной схемы расщепления. Решение разностной трехмерной 
задачи сводится к решению последовательности связанных по начальным и конечным данным двумерных и одно-
мерных разностных задач, что дает возможность существенно уменьшить временные затраты на выполнение опе-
раций обмена в параллельной вычислительной системе. Для численного решения двумерной разностной задачи 
диффузии-конвекции используется параллельный вариант метода Зейделя, основанный на декомпозиции трех-
мерной сеточной задачи вертикальными плоскостями, параллельными соответствующим координатным плоско-
стям по числу параллельных вычислителей. Совокупность одномерных разностных задач диффузии-конвекции 
по вертикальному направлению решается в каждом процессоре независимо от других с использованием после-
довательного алгоритма прогонки. При использовании такого алгоритма существенно уменьшаются затраты на 
межпроцессорные обмены по сравнению с одномерными схемами расщепления, которые выполняются в соответ-
ствии с пятиточечным шаблоном для приграничных узлов, входящих в отдельные блоки сеточной информации, 
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назначенные для обработки в отдельно взятых процессорах. Аппроксимация использует кососимметричную фор-
му представления конвективных членов, а также особенности течений в прибрежных морских системах, для ко-
торых, в подавляющем большинстве случаев, сеточное число Пекле не превышает единицы. Это, в свою очередь, 
позволяет для реальных задач при выборе шага по времени (секунды или немногие десятки секунд) обеспечить 
строгое диагональное преобладание в матрице, соответствующей оператору задачи, и сходимость метода Зейделя 
со скоростью геометрической прогрессии. На примере решения модельной задачи проводится сравнительный 
анализ параллельного и последовательного алгоритмов.

Материалы и методы
Разностная схема для трехмерного уравнения диффузии-конвекции. В прямоугольной декартовой систе-

ме координат   рассмотрим трехмерное уравнение диффузии-конвекции с использованием кососимметрической 
формы представления оператора конвективного переноса:
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где c, c = c(x,y,z,t)  — концентрация частиц в момент времени t, t ϵ [0;T]; u,v,w — компоненты вектора  U


 скорости 
водной среды; μhμv — коэффициенты горизонтальной и вертикальной диффузии частиц, f — функция источника, 
f = f (x,y,z,t). 

Уравнение (1) дополняется начальными условиями и граничными условиями Дирихле:
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Введем равномерную прямоугольную пространственно-временную сетку ω = ωhωτ , где
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На временной сетке ωτ заменим задачу (1)–(3) цепочкой «двумерная — одномерная задача» вида:
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дополненную граничными условиями первого рода вида (3),   ( ) ( )21 fff += . В отношении двумерной задачи для 
функции концентрации вещества c здесь использовался верхний индекс (1), а в отношении одномерной — (2). 
Функция источника f представима в виде  ( ) ( )21 fff += . В дальнейших рассуждениях используем черту вверху 
над функциями  ( ) ( )21 ,, ffс  для обозначения их сеточных аналогов.

Разностные аналоги уравнений (4)‒(6) примут вид:
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Разностные аналоги уравнений (7), (8) примут вид:
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Численное решение двумерной задачи (4)‒(6) проводится методом Зейделя, а одномерной задачи (13)‒(14) — 

методом прогонки. Можно показать, что для задач с сеточным числом Пекле, не превосходящим единицу, метод 
Зейделя сходится со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем 0,7–0,9 для реальных задач гидрофи-
зики прибрежных систем. Также в этих условиях метод прогонки будет устойчив. На обосновании этих свойств 
в данной статье для краткости изложения мы не останавливаемся.

Результаты исследования. Программная реализация параллельного счета. В рамках данной работы построен 
параллельный алгоритм, реализующий трехмерную задачу диффузии-конвекции для уравнений (10)‒(14) с исполь-
зованием технологии MPI. При параллельной реализации применялись методы декомпозиции сеточных областей 
для вычислительно трудоемких задач диффузии-конвекции, учитывающие архитектуру и параметры вычислитель-
ной системы [13, 14]. Декомпозиция расчетной двумерной области выполнена по двум пространственным пере-
менным x и y, также использовалась декомпозиция по одному пространственному направлению (одной верти-
кальной координате). Параллельный алгоритм решения двумерной задачи (10) представлен на рис. 1.

Рис. 1. Декомпозиция двумерной сеточной области и схема для расчета вектора решений

Решение модельной задачи. Продемонстрируем результаты работы параллельного алгоритма на примере мо-
дельной задачи для уравнения (1) с граничными условиями Дирихле. Входные данные задачи:
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Учитывая специфику прибрежных территорий, подбирались коэффициенты k3, k4 и k5 порядка 1÷5. На рис. 2 
представлена зависимость времени исполнения расчета от количества узлов расчётной сетки для случаев, когда 
использовались параллельный и последовательный алгоритм.
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Рис. 2. Графики зависимости времени исполнения расчета от количества узлов расчётной сетки: 
1 — для параллельного алгоритма, 2 — для последовательного алгоритма

Приведем сравнительный анализ времени исполнения расчета (таблица 1).

Таблица 1 

Сравнение времени исполнения расчета в случае параллельного и последовательного алгоритмов

Количество узлов сетки 32×32 64×64 128×128 256×256
Время работы параллельного 
алгоритма, с

0,111 1,125 17,656 253,561

Время работы последовательного 
алгоритма, с

0,388 5,405 108,180 1203,670

Результаты демонстрируют сокращение времени расчётов для параллельного алгоритма более чем в 4 раза по 
сравнению с последовательным алгоритмом.

Обсуждение и заключения. Предложены алгоритмы параллельного и последовательного счёта для решения 
трехмерной задачи диффузии-конвекции. Применение параллельного алгоритма может ощутимо снизить время 
расчета (более чем в 4 раза), что является важным для случаев оперативного проведения риск-анализа и опре-
деления судьбы взвешенного вещества в море. Разработанное программное средство позволяет его практически 
использовать для решения конкретных гидрофизических задач, в том числе в качестве элемента программного 
комплекса [11].
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