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Аннотация
Введение. Изучается многомерное (по пространственным переменным) интегро-дифференциальное уравнение 
параболического типа с неоднородными граничными условиями первого рода. Построенная локально-одномерная 
разностная схема может быть использована при решении прикладных задач, приводящих к многомерным 
интегро-дифференциальным уравнениям параболического типа, например, при математическом моделировании 
облачных процессов, при рассмотрении проблемы активного воздействия на конвективные облака с целью 
предотвращения града и искусственного увеличения осадков, а также при описании функции распределения по 
массам капель за счет микрофизических процессов конденсации, коагуляции, дробления и замерзания капель 
в конвективных облаках.
Материалы и методы. В данной работе для приближенного решения начально-краевой задачи построена 
локально-одномерная схема А.А. Самарского с порядком аппроксимации О(h2 +τ). Основной метод исследова-
ния ― метод энергетических неравенств.
Результаты исследования. Получены априорные оценки в разностной трактовке, откуда следуют единственность, 
устойчивость, а также сходимость решения локально-одномерной разностной схемы к решению исходной 
дифференциальной задачи со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы.
Обсуждение и заключения. Результаты исследования могут быть использованы для дальнейшей разработки теории 
краевых задач для параболических уравнений с переменными коэффициентами, а также могут найти применение 
в области теории разностных схем, в области вычислительной математики и численного моделирования.
Ключевые слова: многомерная задача, уравнение диффузии, параболическое уравнение, условие первого рода, 
разностные схемы, локально-одномерная схема, априорная оценка, устойчивость, сходимость
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Abstract
Introduction. We investigate a multidimensional (in terms of spatial variables) parabolic-type integro-differential equation 
with nonhomogeneous first-order boundary conditions. The locally one-dimensional finite difference scheme developed 
herein can be applied to solve various applied problems leading to multidimensional parabolic-type integro-differential 
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equations. Examples include mathematical modelling of cloud processes, addressing the issue of active intervention in convective 
clouds to prevent hail and artificially enhance precipitation, as well as describing the droplet mass distribution function due 
to microphysical processes such as condensation, coagulation, fragmentation, and freezing of droplets in convective clouds.
Materials and Methods. In this study, an approximate solution to the initial-boundary value problem is constructed using 
the locally one-dimensional scheme of A.A. Samarsky with a specified order of approximation О(h2 +τ). The primary 
research method employed is the method of energy inequalities. 
Results. A priori estimates have been obtained in the discrete interpretation, from which uniqueness, stability, and 
convergence of the solution of the locally one-dimensional difference scheme to the solution of the original differential 
problem follow, with a convergence rate equal to the order of approximation of the difference scheme.
Discussion and Conclusions. The research findings can be utilized for further development of boundary value problem 
theory for parabolic equations with variable coefficients. Additionally, they may find applications in the fields of difference 
scheme theory, computational mathematics, and numerical modelling.
Keywords: multidimensional problem, diffusion equation, parabolic equation, first-order condition, difference schemes, 
locally one-dimensional scheme, a priori estimate, stability, convergence
For citation. Beshtokova Z.V. Finite Difference Method for Solving Parabolic-Type In-tegro-Differential Equations in 
Multidimensional Domain with Nonhomogeneous First-Order Boundary Conditions. Computational Mathematics and 
Information Technologies. 2024;8(1):43–54. https://doi.org/10.23947/2587-8999-2024-8-1-43-54

Введение. Большой интерес с точки зрения физических приложений представляют интегро-дифференциальные 
уравнения, в которых неизвестная функция входит в дифференциальное выражение и, вместе с тем, фигурирует 
под знаком интеграла. Тематике интегро-дифференцнальных уравнений посвящена обширная библиография. 
Подробный обзор достижений в этой области до 1962 года представлен М.М. Вайнбергом в работе [1]. На 
необходимость рассмотрения операторных уравнений Вольтерра впервые указал академик М.М. Лаврентьев 
в своем докладе [2] на Международном конгрессе математиков в Ницце в 1970 году.

Изучению различных краевых задач для обыкновенных интегро-дифференциальных уравнений посвящены 
работы [3–4], интегро-дифференциальных уравнений соболевского типа ― работы [5–7]. В работах [8–10] изу-
чены математические модели, учитывающие память в диффузии, возникающие в моделях вязкоупругих сил 
в неньютоновских жидкостях и являющиеся результатом модифицированного закона Фурье, применяемого 
к анизотропным неоднородным средам. В [11] исследуются диффузионные модели, в которых интегральные 
члены присутствуют в граничном потоке.

Целью настоящей работы является построение и исследование локально-одномерной разностной схемы 
А.А. Самарского (ЛОС) порядка аппроксимации О(h2 +τ) для приближенного решения краевой задачи с неоднород-
ными граничными условиями первого рода для интегро-дифференциального многомерного параболического уравнения.

Научной новизной работы является разработка ЛОС и получение на основании метода энергетических 
неравенств априорной оценки в разностной форме для решения ЛОС с неоднородными граничными условиями 
первого рода, откуда следуют единственность решения, непрерывная и равномерная зависимость решения 
ЛОС от входных данных, а также сходимость решения ЛОС к решению исходной дифференциальной задачи со 
скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы.

Методам расщепления многомерных задач на одномерные посвящены работы J. Douglas, D.W. Peaceman, 
H.H. Rасhfоrd [12–13], Н.Н. Яненко [14], А.А. Самарского [15], Г.И. Марчука [16], Е.Г. Дьяконова [17] и др.

Численным методам решения локальных и нелокальных краевых задач для многомерных дифференциальных 
уравнений в частных производных параболического типа на основе различных методов расщепления посвящены 
работы автора [18–20].

Материалы и методы
Постановка задачи. В замкнутой области  [ ],,0 TGQT ×=  основанием которой является p-мерный куб 
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μ (x, t), u0 (x) ― непрерывные функции;  α = 1,2,...,p, c0, c1, c2 = const > 0, Cm,n  ― класс функций, непрерывных 
вместе со своими частными производными порядка m по x и n по t, QT = G×(0,T].

Присутствие в исследуемом дифференциальном уравнении интеграла по времени связано с необходимостью 
учитывать зависимость мгновенных значений характеристик описываемого объекта от их соответствующих пре-
дыдущих значений, то есть влияние на текущее состояние системы ее предыстории. В современной литературе 
подобные технические и природные системы называют системами с последействием, наследственностью или 
динамической памятью. Присутствие в уравнении нелокального источника в интегральной форме из физических 
соображений совершенно естественно и возникает при математическом моделировании в тех случаях, когда име-
ются источники (или стоки в зависимости от знака ρ2,α (ξ,t)) и невозможно получить информацию о происходящем 
процессе с помощью непосредственных измерений или же когда возможно измерение лишь некоторых усреднен-
ных (интегральных) характеристик искомой величины.

Для приближенного решения начально-краевой задачи построена локально-одномерная схема А.А. Самарского 
с порядком аппроксимации О(h2 +τ). Основной метод исследования ― метод энергетических неравенств. Сформу-
лированы и доказаны две теоремы: теорема об устойчивости и теорема о сходимости.

Результаты исследования
1. Построение локально-одномерной схемы (ЛОС). По каждому направлению  αxO  введем равномерную 

сетку с шагом  
N
lh =  (кубическая сетка с шагом h):
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μ–α = μ(x′,0,t), μ+α = μ(x′,l,t) ― непрерывные функции.
Аппроксимируем каждое уравнение (5) номера α неявной схемой на полуинтервале Δα, тогда получим цепочку 

из p одномерных разностных схем:
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y(x,0) = u0(x), 

где 
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3. Устойчивость ЛОС. Для устойчивости ЛОС справедлива следующая 
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где M = const > 0 не зависит от h и τ. 
Далее через Mi, i = 1,2,... обозначаются положительные постоянные, зависящие только от входных данных за-

дачи (1)–(3).
Доказательство. Исследование проведем с помощью метода энергетических неравенств, для чего введём ска-

лярные произведения и нормы в следующем виде:
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Учитывая преобразования (12)–(15), из (11) находим
 

( )( ) ( )( ) ( ) ≤+













+














∑∑∑

−===

hyahy
p

hy
p sxs

s
st

st

s
s

2
,,α

ξ

1η

2α
,

η

2α
ξ

η
ααα

α

αα

α

αα

α

α

αα
2
1

2
τ

2
1 ξ α

 ( ) ( ) ( ) ( ) −−+−≤ −++ αααααααααα η,
2

α
2

1ηη,α
2
ξ1ξ,α1ξ,

2
α 2

1
2
1

2
1

2
1

xxxx yayayaya

 
( ) ( ) ( ) −














−














−

+

′
=′=

+

==
∑∑∑∑ htxyttxpy

p
hypy p

j

jj

j

j
s

s

p
j

ii

N

i
s

s

τ),(,,1
α'

1
0

α
ξ

η

α

,α,2
0

α
ξ

η
α

α

αα

αα

α

α

α

αα



 ( )( ) ( )
( )( ) ( )16                       .

2
1φ

2
1 2α

ξ

η

2
,α

ξ

η

2α
,α

ξ

η
α

α

αα

α

α

αα

α

α

αα

hyhhyd s
s

s
s

ss
s

∑∑∑
===

++−
α

Умножим теперь (16) на h и просуммируем по ξα от  ηα  до N, затем полученное неравенство умножим на h и про-
суммируем по ηα от 0 до N. Тогда получим
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Преобразуем первое, второе, третье и четвертое слагаемые правой части (18):
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Оценим первое, второе и третье слагаемые правой части (20) с помощью неравенства Коши с ε, леммы 2 [22] 
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|||| L⋅  означает, что норма берется по переменной хα при фиксированных значениях остальных переменных.
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Подставляя после суммирования по iα ≠ iβ, β = 1,2,..., p  полученные оценки в тождество (25), получим нера-
венство:
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Просуммируем (26) сначала по α = 1,2,..., p, а затем, умножая обе части на τ и суммируя по j′ от 0 до j, полу-
чаем:
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Из (27) имеем
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где v1,v2 — известные положительные постоянные.

Для этого перепишем неравенство (26) в следующем виде:
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Просуммируем (29) по α′ от 1 до α и получим:
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Из последнего получаем
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Не нарушая общности, можно считать, что
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 достигает максимального 
значения при фиксированном  j. Тогда (30) перепишем в виде
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Так как из (28) следует, что
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где M22 = pM15 + pM16T, M23 = M21 + pM16T.
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Доказательство. Представим решение задачи (9) для погрешности z в виде суммы 
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Решение задачи (36) оценим с помощью Теоремы 1. 
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тогда из оценки (37) следует сходимость со скоростью (34).
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Обсуждение и заключения. Разработан и обоснован численный метод решения первой начально-крае-
вой задачи для интегро-дифференциального уравнения параболического типа в многомерной области. Для при-
ближенного решения поставленной задачи построена локально-одномерная разностная схема А.А. Самарского 
с порядком аппроксимации О(h2 +τ). Основная суть построения схемы состоит в сведении перехода со слоя на 
слой к последовательному решению ряда одномерных задач по каждому из координатных направлений. При этом 
каждая из вспомогательных задач может не аппроксимировать исходную задачу, но в совокупности и в специаль-
ных нормах такая аппроксимация имеет место. Предложен вариант нахождения априорной оценки решения ЛОС 
с неоднородными краевыми условиями первого рода на основе метода энергетических неравенств, что является 
существенным для реализации исследуемой многомерной задачи. Из этой оценки следуют единственность, непре-
рывная и равномерная зависимость решения локально-одномерной разностной схемы от входных данных, а также 
сходимость решения схемы к решению исходной дифференциальной задачи со скоростью, равной порядку аппрок-
симации разностной схемы.
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