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Аннотация
Введение. Рассматривается пространственно-двумерная модель транспорта наносов многофракционного со-
става, ориентированная на зоны мелководья. Для описания этого процесса может быть использована начально-
краевая задача для параболического уравнения с нелинейными коэффициентами. Ее исследование проводится 
с помощью линеаризации на временной сетке с шагом τ, при которой нелинейные коэффициенты рассчиты-
ваются «с запаздыванием» на предыдущем временном слое. Для линеаризованной задачи транспорта много-
фракционных наносов ранее были определены условия корректности, построена и исследована консерватив-
ная устойчивая разностная схема, численно реализованная для модельных и реальных задач (Азовское море 
и Таганрогский залив, Цимлянское водохранилище). Однако вопросы сходимости решений линеаризованной 
задачи к решению исходной нелинейной начально-краевой задачи транспорта многофракционных наносов 
пока оставались не рассмотренными. Результаты исследований, представленные в данной работе, восполня-
ют этот пробел. Ранее автором совместно с А.И. Сухиновым удалось провести аналогичные исследования 
для случая, когда фракционный состав наносов не учитывается. Эти исследования легли в основу для полу-
чения нового результата.
Материалы и методы. Получение неравенств, гарантирующих сходимость решений цепочки линеаризованных 
задач к решению исходных нелинейных задач, проводится методом математической индукции с привлечением 
теории дифференциальных уравнений.
Результаты исследования. Определены условия сходимости решений линеаризованной задачи транспорта наносов 
многофракционного состава к решению нелинейной задачи в норме банахового пространства L1 со скоростью O(τ).
Обсуждение и заключение. Полученные результаты исследования могут быть использованы при прогнозиро-
вании нелинейных гидрофизических процессов, повышения их точности и надежности в силу наличия новых 
функциональных возможностей учета физически важных факторов.

Ключевые слова: пространственно-двумерная модель транспорта наносов, многофракционный состав наносов, 
зона мелководья, нелинейная задача, линеаризованная задача
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Abstract
Introduction. This paper examines a two-dimensional spatial model of multifractional sediment transport, specifically 
focusing on shallow water zones. This process can be described using an initial-boundary value problem for a parabolic 
equation with nonlinear coefficients. The study employs a temporal grid linearization method with a step size τ, where 
nonlinear coefficients are calculated with a “lag” at the previous time layer. Previously, the well-posedness conditions 
for the linearized sediment transport problem were established, and a conservative and stable finite-difference scheme 
was developed and analyzed, with numerical implementations for both model and real-world problems (the Sea of Azov, 
the Taganrog Bay, and the Tsimlyansk Reservoir). However, the convergence of solutions of the linearized problem to 
the solution of the original nonlinear initial-boundary value problem for multifractional sediment transport had not yet 
been explored. The research results presented in this paper fill this gap. Earlier, the author, together with A.I. Sukhinov, 
conducted similar studies in the case where sediment fraction composition was not considered. These studies formed the 
basis for obtaining new results.
Materials and Methods. The derivation of inequalities guaranteeing the convergence of the solutions of a sequence of 
linearized problems to the solution of the original nonlinear problem is carried out using the method of mathematical 
induction, with the application of differential equation theory.
Results. The conditions for the convergence of solutions of the linearized multifractional sediment transport problem to 
the solution of the nonlinear problem in the Banach space L1 norm at a rate O(τ) of are determined.
Discussion and Conclusion. The obtained research results can be used for forecasting nonlinear hydrophysical processes, 
improving their accuracy and reliability due to the new functional capabilities that account for physically significant factors.

Keywords: two-dimensional spatial sediment transport model, multifractional sediment composition, shallow water 
zone, nonlinear problem, linearized problem
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Введение. Одна из важных и сложных проблем в исследовании транспорта донных отложений в зонах мелко-
водья — учет его фракционного состава. Фракционный состав наносов существенно изменяется в зависимости от 
уклона и морфологического строения дна, глубины, скорости потока, шероховатости донной поверхности и др. 
Различия фракционного состава определяют характер движения наносов и процессы осадконакопления. Принятие 
во внимание показателя крупности частиц при математическом моделировании процесса транспортировки нано-
сов дает возможности для построения более точных и определенных прогнозов морфодинамики поверхности дна. 
В настоящей работе рассматривается нелинейная 2D модель транспорта наносов, учитывающая их фракционный 
состав [1‒4]. Для ее исследования выполнена линеаризация на временной сетке с шагом τ, при которой нелинейные 
коэффициенты рассчитываются «с запаздыванием» на предыдущем временном слое. Методом математической 
индукции с привлечением теории дифференциальных уравнений определены достаточные условия сходимости 
решений линеаризованной задачи к решению исходной нелинейной начально-краевой задачи. Отметим, что про-
веденные ранее исследования гарантируют корректность ее постановки. Исследование вопросов существования и 
единственности решений линеаризованной задачи транспорта многофракционных наносов были представлены в 
работе [3]. В работе [4] показана непрерывная зависимость решений линеаризованной задачи транспорта много-
фракционных наносов от входных данных задачи. Результаты исследования корректности линеаризованной задачи 
транспорта наносов, не учитывающей их разнородный фракционный состав, представлены в работах [5‒8].

Материалы и методы. Уравнение транспорта наносов, включающих R фракций, запишем в виде:
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где H = H(x,y,t) — глубина водоема; ε
̰

 — усредненная по всем компонентам пористость донных отложений; t — 
временная переменная, t∈[0,T]; Vr  — объемная доля r-ой компоненты; bτ
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го напряжения на дне водоема; τbc,r — критическое значение тангенциального напряжения для r-ой компоненты 
наносов, τbc,r= arsinφ0, где ar — некоторый коэффициент для r-ой компоненты наносов, φ0 — угол естественного 
откоса грунта в водоеме; w — компонента по вертикали вектора U

→

 скорости движения водной среды; wg,r — ги-
дравлическая крупность или скорость осаждения r-ой компоненты; ρr — плотность r-ой компоненты донного 
материала; cr — концентрация r-ой фракции взвеси; kr — коэффициент, определяемый соотношением:
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,  
 — усредненная частота волн; dr — характерный размер r-ой компоненты; g — ускорение силы тяжести; ρ0 — 

плотность водной среды; A и β — безразмерные постоянные),
 ( )0, 0, , , 1, , 0 .r rk k const x y G r R t T≥ = > ∀ ∈ = < ≤

Считаем, что ЦТ = G×(0,T) есть область задания уравнения (1). Пусть процесс транспорта наносов происходит 
в области  с границей Г, представляющей кусочно-гладкую линию. Граница этого цилиндра состоит из боковой 
поверхности Г×[0,T] и двух оснований —   { }0G×  и  { }G T× .

Уравнение (1) рассматривается в области  ( ) { }, 0 ,0x yG x y x L y L= < < < <  (рис. 1).

Рис. 1. Расчетная область

Дополним уравнение (1) начальным и граничными условиями:
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Дополнительно предполагаем:
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Условие
 ( ) 0, , 0, 0 , 0 , 0 ,x yH x y t c const x L y L t T′≥ ≡ > ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

гарантирует, что не возникает осушения области рассмотрения задачи.
Линеаризация задачи (1)‒(6) выполнена на временной сетке:

 { }, 0,1,..., , ,n t tt n n N N Tτω = = τ = τ =

методами, изложенными в работах [5‒10].
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После линеаризации уравнение (1) и начальные условия (2) записываются в виде:
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Коэффициент kr
(n‒1) в уравнении (14) определяется равенством:
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Результаты исследования. Покажем, что решение задачи (13), (14), (3)‒(6) стремится к решению нелинейной 
задачи (1)‒(6) в норме пространства L1(G×[0,T]) при τ → 0, Nτ = T.

Обозначим решение нелинейной задачи  ( ) ( ), , , , ,npH x y t x y G∈  а решение линеаризованной задачи — 
 ( ) ( ), , , , .lpH x y t x y G∈  Отметим, что для каждого временного слоя определяется своя функция решения Hlp= (x,y,t) 
и в целом для линеаризованной задачи строится семейство решений —  ( ) ( ){ }, , , 1,2,..., ,n

lpH x y t n N=  зависящее от 
параметра τ.

Предполагаем, что:
1. функция Hnp= (x,y,t) ограничена на промежутке 0 < t ≤ T;
2. существуют и ограничены производные:
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Подставим функцию Hnp= (x,y,t) в уравнение (1), а функцию Hlp= (x,y,t) — в уравнение (12). Получим:
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Умножим обе части уравнения (15) и (16) на функции npH (x, y, t ) , lp
( )n (x, y, t )lpH ( ) =n H ,  ( ), ,x y G∈  соответствен-

но. После интегрирования полученных выражений по переменным t, 0 < t ≤ T и (x,y) в области G и выполнения 
несложных преобразований можем записать:
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Просуммировав обе части соотношения (18) по n, n = 1,...,N, находим
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Преобразуя левую часть равенства (19), запишем
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t
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Вычитая из равенства (17) выражение (20) и учитывая, что  Hnp= (x,y,t)= Hlp= (x,y,t), Hlp= (x,y,t) = Hlp
(0) получаем 
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Выполним преобразования правой части равенства (21). С этой целью добавим, а затем вычтем выражения 
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,
0

,
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τ 
 

ϕ 
  (n) )lp r np,r bτH div (V k   под знаком интеграла соответственно в четвертом и пятом сла-

гаемом правой части равенства (21). 
Комбинируя слагаемые, получим:
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∑∑

=
∫

(n) (n 1) ) ) ( ) .,g r( )n
np rlp lpr lp,r

G
r ,np b

G r

w w
k Hdxdy HH div (V (k −

+

+ 
c dxdydt+ −



τ + −
ρ 

∫

∫∫ ∫∫
Оценим каждый из интегралов, стоящих в правой части равенства (22) под знаком суммы. Для этих целей ис-

пользуем рассуждения, подробно описанные в работе [9]. 
Введем обозначения:
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(19)
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(24)

(25)

(26)
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( )(n)

1

5,

n

n

t
n ,g r

np rr lp
t G r

I
+w w

H H
−

c dxdy dt
 

−= ρ 
∫ ∫∫ , n 1,..., N.=

При n = 1 для интегралов (23)–(27), находим:
 1 2 1 1 2 1 1 2 1

1, 1, 2, 2, 3, 3,

1 2 1 1 2 1
5, 5,4, 4,

1 1 1, , ,
2 2 2
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2 2
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≤ τ ≤ τ
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 5 70 1 2 3 4 6 1 0 1, , , , , , , .t t t t t< ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ≤ < ≤

Учитывая полученные оценки (28) и пользуясь неравенством многоугольника для модулей величин, получаем 
неравенство вида:

 ( ) ( ) ( )( )12 2 2
1 1 1,

1
, , , , ,

R

np x y rlp
rG

H x y t H x y t dxdy L L M ∗

=
− ≤ τ ∑∫∫

где

( )1 1 1 1
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1
4, 1 rr r r r

∗M r = M 1 + +M M + +M M
−ε

. 

Меняя местами функции Hпр
2 (x,y,t1) и Hlр

(1)2 (x,y,t1) проводя рассуждения, аналогичные приведенным выше, 
можно получить оценку:

 ( ) ( ) ( )( )1 2 2 2
1 1 1,

1
, , , , .

R

np x y rlp
rG

H x y t H x y t dxdy L L M ∗

=
− ≤ τ ∑∫∫

Из неравенств (29) и (30) следует неравенство:
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1 1 1,

1
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R

np x y rlp
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=
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Преобразуем левую часть неравенства (31):
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1 2 12
1 1 1 1
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1 1
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⋅ +

∫∫ ∫∫

Далее будем предполагать, что неравенство вида (12) выполняется для функций Hnp= (x,y,t) и Hlр
(1), т. е.

 ( ) ( )0, , 0, , , 0 ,npH x y t c x y G t T≥ > ∈ ≤ ≤

 ( ) ( ) ( )1
0, , 0, , , 0 .lpH x y t c x y G t T≥ > ∈ ≤ ≤

С учетом выражений (33)–(34) находим:
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1 1 0 1 1, , , , 2 , , , , .np nplp lp
G G
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(27)

(28)
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(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)
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Из соотношений (31), (32) и (35) следует следующая оценка:
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Требуемая оценка для n = 1 получена, т. к. неравенство (36) эквивалентно соотношению вида:
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При n = 2 для интегралов (23)–(27), находим:
 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5,1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 3, 1, 6,
0 0

2 2 2 2 2 2 2 2
7, 5,4, 3, 1, 8, 9,

0

1 1 1 1 1, , ,
2 2 2

1 1 1, ,
2 2

x y x y x y rr r r r r r r r r r

x y x yr rr r r r r

I L L M M M I L L M M I L L M M M
c c

I L L M M I L L M M M
c

∗ ∗

∗

   
≤ τ τ + ≤ τ ≤ τ τ +   

   
 

≤ τ ≤ τ τ + 
 

где
 

( )

,2
,1, ,1 2 0

max max ,
sin

bc r
r np r npr t t t x y G

M div V k gradH
≤ ≤ ∈

 τ  ≡   ϕ   
 

( )

( ) ( ) ( )2
2 ,12

,2, ,1 2 0

, ,, ,
max max ,

sin
np lp bc r

r np r npr t t t x y G

H x yH x y
M div V k gradH

t t≤ ≤ ∈

  ∂ ξ τ∂ ξ    ≡ −    ∂ ∂ ϕ    
 

( )

( ){ }{ }22
3, ,1 2

max max ,r lpt t t x y G
M H

≤ ≤ ∈
≡

 2 2 2 2 2 2 2
4, 21, 22, 23, 24, 25, 26, ,r r r r r r rM M M M M M M= + + + + +

( ,x y )

2
5,

1 2
max{maxr r np,r bM

∈Gt ≤t≤t
≡ div (V k  )}τ ,  

(

( ) )( ) ( ( )
2

212
6

1 2

y, ,y, ,np lpmax 
max,r r np,r bt ≤t≤t

H x
,x y )∈G

M
H x

t t
div V k

 ∂ ξ ∂ξ


≡ − 


τ
 ∂ ∂

   
,  

 2 2 2 2
7, 31, 32, 33, ,r r r rM M M M= + +

 
( )

,2
8, ,1 2

max max ,g r
rr t t t x y G

r

w w
M c

≤ ≤ ∈

 + ≡  ρ  

 
( )

( ) ( ) ( )2
2 ,12

9, ,1 2

, ,, ,
max max ,np lp g r

rr t t t x y G
r

H x yH x y w w
M c

t t≤ ≤ ∈

  ∂ ξ∂ ξ +  ≡ −  ∂ ∂ ρ   

 2 2 2 2
7, 31, 32, 33, ,r r r rM M M M= + +

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 1 2 2 12 2
11, 12,

1 2 1 2

, ,, ,
max max , max max ,r rbx bx by byt t t x BC t t t y BC

H y t H y tH y t H y t
M M

x x y y≤ ≤ ∈ ≤ ≤ ∈

   ∂ ∂∂ ∂   ≡ τ + τ ≡ τ + τ   ∂ ∂ ∂ ∂      

( ,x t ) ( ) ( ) ( )2 4 1 2 14 144
1413,

21 1 2

H x t, H x t, H x t,
, ,r ,rt ≤t≤t x∈CD x∈CDt ≤t≤t

H
MM

xx y y
∂ ∂ ∂∂ ≡

≡+ + ∂ ∂
max max ∂

max max ∂  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1 1 11
15, 16,

1 2 1 2

, , ,,
max max , max max ,r rt t t x AD t t t y AD

H y t H y t H y tH y t
M M

x x y y≤ ≤ ∈ ≤ ≤ ∈

   ∂ ∂ ∂∂   ≡ + ≡ +   ∂ ∂ ∂ ∂      

(( ) )
( )

( ) ( )

2
2 bc r, 2 4 bc r, 2

321, 11,221 0 00

2 4 2 2 1
12

0

,
2max max

sin

,
,2

H y t,
sin

r
rr r τ  +bxt ≤t≤t

r r
y∈BC

,r
bc,r

H y

τ by

VM M
ωA d

tgd

yH
M

t x

 τ  ∂ ∂ ξ  τ≡ −  ϕ ∂ sin ϕρ −ρ  ∂x 

∂ ∂ ξ  τ  ∂ + −  ∂ ϕ
 ∂∂y  

(36)

(37)

(38)



Сидорякина В.В. Достаточные условия сходимости решений линеаризованной задачи ...

27

( )2 42
22

1 2

,
,max 

max,r t np,rt≤t

H y
M k

y∈BC t≤

 ∂ ∂ ξ ≡  ∂ ∂x 

)((
)

)3 (
( )

( )

2
52 bc r, bc r, 24

123, 2 13,
21 00

5

ϕ ρ −ρ0

4 2 14

0
14,

,
2max max

sin

2 ,
H x t,( ),

sin

r
rr r τ  +bx

r r
x∈CDt ≤t≤t

r
bc,r

xH

τ by

M V
ωA d tt M

tgd

H x
M

t y

 τ ∂ ξ  τ∂≡ − −  


∂ ∂x  sin ϕ 

∂ ∂  ∂ξ τ
+ − ∂



 ϕ ∂∂y  

 ( )52 4
,24,

1 2

,
max max ,np rr t t t x CD

H x
M k

y t≤ ≤ ∈

  ∂ ξ∂ ≡    ∂ ∂   

)(( )
( )

( ) ( )

2
12 bc r, 2

325, 15,221 0 00

31 2 1 1

0
16,

,
max max

sin

,
,2

∂t  sin

sin

r
rr

r r
t ≤t≤t y∈AD

3 bc r
 M 2− τbx +,

r

r
bc,r

H y
M V

τ by

ωA d
xgd

H y H ,y t
M

t x

  ∂τ ξ  τ∂≡   ϕ 
 ϕ ρ −ρ ∂ 

∂ ∂  ∂
+

ξ τ
−  ∂ 

 ϕ ∂∂y  

( )312
26

1 2

,
.max 

max,r np,r

H y
t ≤t≤t

M k
y∈AD t

 ∂ ∂ ξ ≡  ∂

∂x 

(( ) )
( )2 bc r, 2 4 bc r, 2

331, 11,
21 0 00

,
max max

sin sin
r

r rr
r

t ≤t≤t
r

H y
y∈BC

VM M
ωA d

txgd

  ∂τ τξ  ∂≡   + ϕ
2 bx τ −

∂ ϕρ −ρ 
∂ 

( )2 4 2

0
12,

,
,τ2

sin r
bc,r

by bx

H y
M

t
τ∂ ∂ ξ   + −  τ ∂ ϕ 


∂y  

( )( )
( )5bc r, bc r,2 4 2

332, 13,
1 2 0 00

,
max max

sin sin
r

rr rbx
r r

H x
x∈CDt ≤t≤t

M V M
ωA d

tgd

 τ ∂ τξ  ∂≡ −  + ϕ
2τ

∂ ϕρ −ρ 
 ∂x 

( )54 2

0
14,

,
,

sin
τ2 rby

bc,r
by

xH
M

t
τξ∂ ∂ 

+ −  τ  ∂ 
 ϕ ∂y  

(( ) )
( , )1 3 2bc r,2 bc r,

333, 15,
1 2 00

ϕ ρ −ρ0sin
max 

max
sin

r
r rr

r r
t ≤t≤t

H y
y∈AD

M V M
ωA d

tgd

 τ τ ∂ ∂ ξ  
≡   + 2 bx τ −

∂ ϕ 
∂x 

( )1 3 2
16,

0

,  ,τ2
sin r

bc,r
by by

H y
M

t
∂ ∂ τξ   + −  τ  ∂ ϕ 


∂y  

 51 1 2 3 4 2 1 2, , , , , , .t t t t t< ξ ξ ξ ξ ξ ≤ < ≤

Итак, используя оценки (38), получаем:
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Из неравенства (39) можно перейти к следующей оценке:

 ( ) ( ) ( )
( )

( )2 2
2 2 2,,1 1 2 10

1, , , , 1 ,
2
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{ }2 2
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∈
=
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,1 1 2
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L G t t
t G

Q x y t Q x y t dxdy dt
 
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 
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Требуемая оценка для n = 2 получена. Выполнен первый шаг индукции.
Далее предполагаем, что при n = s верна оценка:

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

,,1 1 10

1 1, , , , ,
2 1

s R
s

s np s x y s rlp L G t tss r
H x y t H x y t L L M
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∗

× − =

− τ
− ≤ τ

− τ ∑
где M*

s,r — некоторая постоянная функция.
При n = s + 1 в (23)−(27) рассматриваются интегралы по временному интервалу ts < t ≤ ts+1. Проводя оценки 

указанных интегралов с учетом (41) на предыдущем временном слое, получаем неравенство:

 ( ) ( ) ( )2 2 2 1 1 1
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01, 02, 0 1,, ,...,s s s

r r s rM M M+ + +
+ , зависящими от модулей производных.

Используя неравенство (42), приходим к оценке
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Выполнен индукционный переход, позволяющий говорить о верности утверждения для любого s, 1 < s ≤ N.
Используя оценки (37), (40) и (43) из формулы (22), находим:
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Поскольку Nτ ≡ T ≡ const, то из неравенства (44) получаем

 ( ) ( )
( )

( )
0,1

,nplp L G T
H T H T O

  ×
− = τ

что и завершает исследование сходимости линеаризованной задачи к решению исходной нелинейной задачи.
Обсуждение и заключение. Определены условия сходимости решений линеаризованной задачи транспорта 

наносов многофракционного состава к решению нелинейной задачи в норме банахового пространства L1 со ско-
ростью O(τ). Полученные результаты исследования могут быть использованы при прогнозировании нелинейных 
гидрофизических процессов, повышения их точности и надежности в силу наличия новых функциональных воз-
можностей учета физически важных факторов.
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