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Аннотация
Введение. Исследуется численное решение двумерной гидродинамической задачи в прямоугольной каверне ме-
тодом торможения и методом разгона начальных условий в переменных «функция тока — вихрь». Метод тормо-
жения применялся при числах Рейнольдса Re ≤ 3000, а метод разгона при числах Re = 8000.
Материалы и методы. Для ускорения численного решения задачи с явной разностной схемой уравнения ди-
намики вихря использовался метод торможения начальных условий и метод n-кратного расщепления явной раз-
ностной схемы (n = 100). Метод торможения начальных условий поля скорости по сравнению с методом разгона 
неподвижной жидкости позволил сократить время счета задачи в 57 раз. Метод расщепления использовал мак-
симальный шаг времени, пропорциональный квадрату координатного шага, не нарушая при этом спектральной 
устойчивости явной схемы в уравнении вихря. Наибольшее время программа затратила на решение уравнения 
Пуассона с переменными «функция тока — вихрь». Используя замороженное поле скоростей и решая только 
динамическое уравнение вихря, было сокращено время счета в методе расщепления. Обратная матрица для реше-
ния уравнения Пуассона за конечное число элементарных операций вычислялась библиотекой Msimsl.
Результаты исследования. Численное решение задачи показало эквивалентность методов торможения и разгона 
начального поля скорости при небольших числах Рейнольдса (до 3000). Численно доказана эквивалентность ре-
шения гидродинамической задачи алгоритмом в переменных «функция тока — вихрь» и алгоритмом с неявным 
полилинейным рекуррентным методом в случае разгона начальных условий. Впервые предложено начальное 
горизонтальное поле скорости, гладкое во внутренних точках и состоящее из двух синусоид с неподвижным цен-
тром масс всей жидкости в прямоугольной каверне.
Обсуждение и заключение. Предложен алгоритм численного решения двухмерной гидродинамической задачи 
в прямоугольной каверне в переменных «функция тока — вихрь». Аппроксимация уравнений в системе (1) име-
ет шестой порядок погрешности во внутренних узлах и четвертый в граничных узлах. Впервые предложен ме-
тод торможения с начальным полем горизонтальной скорости посредством гладкого соединения двух синусоид. 
Предложенные алгоритмы позволяют более эффективно решать задачи гидродинамики с явной разностной схе-
мой уравнения вихря.

Ключевые слова: гидродинамика, численные методы, уравнения в частных производных, начально-краевая за-
дача, граничные условия, начальные условия
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Abstract
Introduction. This study investigates the numerical solution of a two-dimensional hydrodynamic problem in a rectangular 
cavity using the method of initial velocity field damping and the method of accelerating the initial conditions in terms 
of stream function and vorticity variables. The damping method was applied at Reynolds numbers Re ≤ 3000, and the 
acceleration method was used for Re = 8000.
Materials and Methods. To speed up the numerical solution of the problem using an explicit finite-difference scheme 
for the vorticity dynamics equation, the method of initial condition damping and the method of n-fold splitting of the 
explicit difference scheme (with n = 100) were used. Compared to the traditional method of accelerating from stationary 
fluid, the initial velocity field damping method reduced the computation time by a factor of 57. The splitting method 
used a maximum time step proportional to the square of the spatial step, while maintaining spectral stability of the 
explicit scheme in the vorticity equation. The majority of computation time was spent solving the Poisson equation in the 
“stream function — vorticity” variables. By freezing the velocity field and solving only the vorticity dynamics equation, 
computation time was further reduced in the splitting method. The inverse matrix for solving the Poisson equation using 
a finite number of elementary operations were computed using the Msimsl library.
Results. Numerical solutions demonstrated the equivalence of the damping and acceleration methods for the initial velocity 
field at low Reynolds numbers (up to 3000). The equivalence of solutions obtained using the “stream function — vorticity” 
algorithm and the implicit iterated polyneutic recurrent method for accelerated initial conditions was numerically 
confirmed. For the first time, an initial horizontal velocity field was proposed, smooth at internal points and composed of 
two sine waves, with a stationary center of mass for the fluid in the rectangular cavity.
Discussion and Conclusion. An algorithm for numerically solving a two-dimensional hydrodynamic problem in a 
rectangular cavity using “stream function — vorticity” variables is proposed. The approximation of the equations in 
system (1) has sixth-order accuracy at internal grid points and fourth-order accuracy at boundary points. A novel damping 
method is introduced using an initial horizontal velocity field formed by smoothly connecting two sine waves. The 
proposed algorithms enhance the efficiency of solving hydrodynamic problems using an explicit finite-difference scheme 
for the vorticity equation. 

Keywords: hydrodynamics, numerical methods, partial differential equations, initial-boundary value problem, boundary 
conditions, initial conditions
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Введение. В работе рассматривается двухмерная гидродинамическая задача в прямоугольной каверне с под-
вижной верхней крышкой в переменных «функция тока — вихрь» [1]. Поле скорости имеет две особые точки в 
верхних углах каверны по величине и по направлению, благодаря чему данная задача является полигоном апроба-
ции численных алгоритмов для решения различных задач гидродинамики [2]. Например, работы [3–5] связаны с 
точными решениями задач гидродинамики или их аппроксимацией с высокой степенью точности. Задачи с боль-
шими градиентами поля скорости в особых точках приведены в [6, 7], а задача с течением в вязких жидкостях — 
в [8, 9]. Некоторые методы постановки начальных и краевых условий рассмотрены в работах гидродинамики [10, 11]. 
Настоящая работа опирается на метод n-кратного расщепления уравнения вихря с явной разностной схемой 
(n = 100), описанный в статье [11] и использующий равномерную сетку n1 × n2 = 100 × 100. 

Материалы и методы
Постановка задачи. Рассмотрим классическую гидродинамическую задачу в прямоугольной области (каверне) 

с системой уравнений в частных производных, начальными и краевыми условиями для физических полей [1] в 
переменных «функция тока — вихрь». Обозначим через (u(x,y), v(x,y)) вектор скорости жидкой частицы, причем 
на твердой границе, боковых и нижнем отрезках прямоугольной каверны скорость равна нулю (условие прили-
пания частиц жидкости). Также нормальная компонента скорости равна нулю на всей прямоугольной границе. 
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Начало системы координат расположим в нижнем левом углу прямоугольника, направим ось у вверх, ось х — 
вправо. Ширину прямоугольной каверны обозначим L, высоту — буквой H. 

В гидродинамической задаче в закрытой каверне подвижная верхняя крышка перемещается вправо с посто-
янной скоростью umax. Обозначим характерные масштабы: длины L, времени  

max

L
u

, скорости umax, функции тока 

Lumax, вихря  maxu
L

, числа Рейнольдса Re. Введем безразмерные переменные  x  — горизонтальная координата,
 y  — вертикальная координата,  ,  wψ  — функции тока и вихря соответственно,  ( ),  u v  — вектор  скорости,  t  — 
время, задав их формулами:

 
max max

max

0 1, 0 , , ,yx Hx y k Lu
L L L

ψ≤ = ≤ ≤ = ≤ = ψ = ψ =
ψ

 max
max

max max max

, , ,uu v wu v w w
u u w L

= = = =

 max

max

, ,Re .u Lt Lt T
T u

= = =
ν

Запишем систему уравнений гидродинамики с безразмерными переменными и функциями [1, 5, 11]:
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Здесь Г1 — объединение боковых сторон и нижнего отрезка, Г\Г1 — верхний отрезок прямоугольника Г. Первым 
в системе (1) следует уравнение Пуассона для функции тока и функции вихря. Двумерное уравнение Пуассона на 
прямоугольнике решается в матричном виде за конечное число арифметических действий с шестым порядком по-
грешности [5, 12]. Далее по тексту опустим черту сверху над безразмерными функциями, временем и координатами.

 Вторая строка системы (1) — функция вихря, вычисляемая через координатные производные поля скорости. 
Третья строка — компоненты скорости — вычисляются как частные производные от функции тока. Четвертая 
строка — уравнение динамики вихря, которое в системе уравнений (1) единственное явно зависит от времени. 
Слева стоит полная (конвективная) производная по времени. На границе прямоугольника отсутствует вертикаль-
ная компонента скорости; горизонтальная компонента равна единице на верхнем отрезке и нулю на нижнем от-
резке и боковых сторонах. 

Кроме двух упомянутых особых точек поля скорости для тестирования алгоритма в методе торможения на-
чального поля скорости использовалось сильно нестационарное и завихренное начальное поле скоростей. Оно по 
своим параметрам должно быть близко к стационарному полю скоростей, удовлетворять уравнению неразрывно-
сти стационарной жидкости и, как показывает численный эксперимент, быть непрерывно дифференцируемым во 
всех точках поля. Впервые в данной работе предложено начальное поле горизонтальной составляющей скорости 
на равномерной прямоугольной сетке по формуле (2) (профиль горизонтальной скорости сшит на верхнем отрез-
ке прямоугольной каверны из двух кубических полиномов):
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В формуле (2) нижняя часть жидкости движется влево, верхняя ее часть — вправо, а горизонтальная компонен-
та скорости ограничена u0(xn), то есть единицей, профиль горизонтальной скорости непрерывен по переменной 
y:  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0,0 , , 0, , .n n n n nu x u x k u x k u x k u x− − + += = = = В граничной точке графики синусоид касаются друг друга:

(1)

(2)
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Интегрируя профиль (2) по переменной y от 0 до k при постоянной переменной х, получим, обозначая 
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Последний интеграл показывает, что в начальный момент времени центр масс каждого достаточно тонкого 
элементарного вертикального столба жидкости покоится на оси х. Тогда по закону сохранения импульса центр 
масс всей жидкости не перемещается по оси x как в начальный, так и во все прочие моменты времени. 

Профиль горизонтальной компоненты (3) скорости на верхнем отрезке каверны (y = k = 1) имел вид симме-
тричной гладкой и непрерывной равнобочной криволинейной трапеции без особых точек поля скорости:
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x = τ, x = 1 ‒ τ профиль горизонтальной компоненты скорости на верхнем отрезке прямоугольной каверны явля-
ется гладким.

Вертикальная компонента скорости частиц жидкости в начальный момент согласно уравнению неразрывно-
сти вычислялась по формуле трапеций  2 11, 1, 1, 1:m n n n= − = −
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Согласно алгоритму [1] первым в системе уравнений (1) решается уравнение Пуассона за конечное число 

элементарных операций [5], при этом аппроксимируем уравнение Пуассона с шестым порядком погрешности во 
всех внутренних точках.

Для аппроксимации оператора Лапласа разложим в ряд Тейлора узловые значения функции тока ψ(x, y) в уз-
лах, окружающих центральный узел, на прямоугольном шаблоне из девяти узлов. С учетом симметрии частные 
производные нечетного порядка функции тока отсутствуют. При разложении в ряд Тейлора учтем также уравне-
ние Пуассона:
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 ( ) ( ) ( )( ) ( )
4 6

2 (4) (4) (4) (6) (6) (6) (6) 8
2 2 6 15

6 180xx yy x y xxyy x y xxxxyy xxyyyy
h hС h O h + ψ +ψ + ψ +ψ + ψ + ψ +ψ + ψ +ψ + = 

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

0,0 0 1 2 (4) (4) (4) (4) (4)
1 2 1 22

4 4
2 2 6

12xx yy x y x y xxyy

С С С hС С С С
h

ψ + +
= + + ψ +ψ + ψ +ψ + ψ +ψ + ψ +

 ( ) ( )( ) ( )4 (6) (6) (6) (6) (6) (6) 61 215 .
360 180x y x y xxxxyy xxyyyy xx yy
C Ch O h + ψ +ψ + ψ +ψ + ψ +ψ + = ∆ψ = ψ +ψ 

 
Используя уравнение (5) для уравнения (6), а также ограниченность решения в каждом узле прямоугольной 

сетки получим, что
 0 1 2

1 2

4 4 0,
2 1.

С С С
С С

+ + =
 + =

Заметим, что
 ( ) ( )

2 2
(4) (4) (4)

2 2 2 ,xx yy xx yy x y xxyy xx yyf f f
x y

 ∂ ∂∆ = ∆ ψ +ψ = + ψ +ψ = ψ +ψ + ψ = + ∂ ∂ 

(3)

(4)

(5)

(6)
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 ( ) ( ) ( )2 (4) (4) (4) (6) (6) (6) (6) (4) (6) (6)2 3 , .x y xxyy x y xxxxyy xxyyyy xxyy xx yy xxyyyy yyxxxxxxyy
f f∆ = ∆ ψ +ψ + ψ = ψ +ψ + ψ +ψ = ψ +ψ = ψ +ψ

С учетом последних преобразований преобразуем формулу (6):

 ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )

2
(4) (4) (4)

1 2 2

4 (6) (6) (6) (6) (6) (6) 61 2

2 12
12

15 .
360 180

xx yy x y xxyy

x y x y xxxxyy xxyyyy

h С С С

C Ch O h

∆ψ = ψ +ψ + ψ +ψ + + ψ +

 + ψ +ψ + ψ +ψ + ψ +ψ + 
 

  

Потребуем, чтобы множитель при  
2

12
h  стал оператором ∆f от функции f, отсюда имеем:

12C2 = 2,

 0 1 2

1 2 2 1 2 0 1 2

2

4 4 0
1 2 102 1 , 1 2 , 4 4 ,
6 3 3

12 2

С С С
С С С С С С С С
С

+ + =
 + = ⇔ = = − = = − − = −
 =

 
( )( ) ( ) ( )

4 (6) (6)2 4
(6) (6) 6

1 22
12 360 72

xxxxyy xxyyyy
x y

hh hf f С С O h
ψ +ψ

∆ψ = + ∆ + + ψ +ψ + + ⇔

 ( ) ( )( )0,0 1,0 0, 1 1,0 0,1 1, 1 1, 1 1,1 1,12
1 10 2 1

3 3 6h − − − − − −⇔ − ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ =

 ( )( ) ( )( ) ( )
2 4

(6) (6) (6) (6) (6) (6) 65 13
12 360 360 120x y xxxxyy xxyyyy xxxxyy xxyyyy
h hf f O h= + ∆ + ψ +ψ + ψ +ψ + ψ +ψ − + =

 ( ) ( ) ( ) ( )
4 (4) 4 (4)2 4 2 4

2 6 (4) (4) 6 .
12 360 180 12 360 90

xxyy xxyy
xx yy x y

h f h fh h h hf f f O h f f f f f O h= + ∆ + ∆ + + = + + + + + +

Чтобы использовать уравнение Пуассона (7) для функции тока в системе уравнений (1) с точностью O(h6) 
необходимо, чтобы f = ‒w, производные fxx, fyy были представлены с точностью O(h4), а  (4) (4) (4), ,x y xxyyf f f  — 
с точностью O(h2).

Методом неопределенных коэффициентов [12] были получены формулы для внутренних узлов функции f с 
индексами  1 22, 2, 2, 2 :n n m n= − = −

 ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )

4
0,0 1,0 0, 1 1,0 0,1 2,0 0, 2 2,0 0,22

(4) (4) 2
0,0 1,0 0, 1 1,0 0,1 2,0 0, 2 2,0 0,24

(4)
0,0 1,0 0, 1 1,0 0,1 1, 1 1,1 1,4

1 4 15 ,
3 12

1 12 4 ,

1 4 2

xx yy

x y

xxyy

f f f f f f f f f f f O h
h

f f f f f f f f f f f O h
h

f f f f f f f f f
h

− − − −

− − − −

− − − − − −

+ = − + + + + − + + + +

+ = − + + + + + + + +

= − + + + + + +( ) ( )2
1 1,1 .f O h






 + +

Таким образом, формулы (7), (8) совместно аппроксимируют уравнение Пуассона для функции тока и функ-
ции вихря в (1) с шестым порядком погрешности во внутренних узлах прямоугольника.

В работе [5] описан алгоритм для матричного метода решения разностного уравнения Пуассона (7) за конеч-
ное число элементарных арифметических операций методом векторной прогонки.

Рассмотрим разностное уравнение (9):
 ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2

, 1, 1, , 1 , 1 1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 ,2

4 4 44 6
, 1 2

1 10 2 1
3 3 6 12

1 1 , 1, 1, 1, 1.
360 90

m n m n m n m n m n m n m n m n m n m n xx yy

x y xxyy m n

hf f f
h

h f f f O h F n n m n

− + − + − − + − − + + +
− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ = + + +

+ + + + ≡ = − = −

Определим квадратные матрицы A, B размерности (n1‒1)×(n1‒1):

 
1 1 1 1

, ,

10 2, ; 1, 1, 1, 1, , ; 1, 1, 1, 1,
3 3

2 1, 1 1, , 1 1,
3 6
0, 2 2, 0, 2 2.

m n m n

m n m n n n m n m n n n

a m n m n b m n m n

m n m n m n m n

 − = = − = − = = − = − 
  = = + ∨ = − = = + ∨ = − 
 

≥ + ∨ ≤ − ≥ + ∨ ≤ − 
  

Запишем кратко [5] матричный алгоритм решения разностного уравнения (9):
1. По формуле 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
4

4 4 42 6 8
, ,

,

1 1
12 360 90

n m

Т
m n m n xx yy x y xxyy

x x y y

hF f h f f h f f f O h
= =

= + + + + + +

(7)

(8)

(9)

(10)
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вычислить правую часть уравнения Пуассона во всех внутренних узлах равномерной сетки прямоугольника (m = 1, …, 
n2 – 1; n = 1, …, n1 – 1).

2. Модифицировать правые части системы уравнений (11) по формулам (12), (13) в узлах прямоугольного 
контура, соседнего с граничным контуром, то есть найти  ,m nF  по величинам Fm,n пункта 1:

 

2 2 2

1 2 1

1 1 2

2 1 1

,

, 2, 2,

.

Т Т Т

Т Т Т Т
m m m m

Т Т Т
n n n

A B F

B A B F m n

B A F
− +

− − −

 ψ + ψ =
 ψ + ψ + ψ = = −

ψ + ψ =

 ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1, 1 2, 1 1, 2 1, 0, 1 2, 2 0, 2 2, 0, 1, 1

1, 1 1, 1 1, 0, 1 0, 2 2, 0,

1,1 2,1 1,2 1,0 ,1 2,2 ,2

10 2 1 ,
3 3 6

2 1 ,
3 6

10 2 1
3 3 6

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

n n n n n n n n

F

F F

− − − − − − −

− − − −

− − − − − −

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ =

≡ − ψ +ψ − ψ +ψ +ψ

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

2,0 ,0 1,1

1,1 1,1 1,0 ,1 ,2 2,0 ,0

1, 1 2, 1 1, 2 1, , 1 2, 2 , 2 2, , 1, 1

1, 1 1, 1

,

2 1 ,
3 6

10 2 1 ,
3 3 6

n n

n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n

F

F F

F

F F

−

− − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − −

+ ψ =

≡ − ψ +ψ − ψ +ψ +ψ

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ =

≡ − ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1 2 1 2 1 2 11, , 1 , 2 2, ,

1,1 2,1 1,2 1,0 0,1 2,2 0,2 2,0 0,0 1,1

1,1 1,1 1,0 0,1 0,2 2,0 0,0

2 1 ,
3 6

10 2 1 ,
3 3 6

2 1 .
3 6

n n n n n n n n n n

F

F F

− − − −
















ψ +ψ − ψ +ψ +ψ

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ =

 ≡ − ψ +ψ − ψ +ψ +ψ

 ( ) ( )

( )

( )
2 2 2 2 2 2 2 2

1, 1, 1 2, 1, 1 0, 2, 1 2, 1 0, 1 0, 1 1, 1

1, 1, 0, 0, 1 0, 1 1

1, 1, 1 2, 1, 1 , 2, 1 2, 1 , 1

10 2 1 , 2, 2,
3 3 6

2 1 , 2, 2,
3 6

10 2 1
3 3 6

n n n n n n n n n n

n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n n n

F n n

F F n n

− + − + − +

− +

− − − − − + − − − + −

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ = = −

= − ψ − ψ +ψ = −

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2

2 2 2 2 2

, 1 1, 1

1, 1, , , 1 , 1 1

,1 1,1 ,2 1,1 ,0 1,2 1,2 1,0 1,0 ,1 2

,1 ,1 ,0 1,0 1,0 2

, 2, 2,

2 1 , 2, 2,
3 6

10 2 1 , 2, 2,
3 3 6

2 1 , 2, 2,
3 6

10
3

n n n n

n n n n n n n n n n

m m m m m m m m m m

m m m m m

F n n

F F n n

F m n

F F m n

+ −

− − − +

− + − + − +

− +

= = −

= − ψ − ψ +ψ = −

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ = = −

= − ψ − ψ +ψ = −

− ( ) ( )

( )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

, 1 1, 1 , 2 1, 1 , 1, 2 1, 2 1, 1, , 1 2

, 1 , 1 , 1, 1, 2

, , 2 1

2 1 , 2, 2,
3 6

2 1 , 2, 2,
3 6

, 2, 2, 2, 2.

m n m n m n m n m n m n m n m n m n m n

m n m n m n m n m n

m n m n

F m n

F F m n

F F m n n n

− − − − + − − − + − − + −

− − − +


















 ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ = = −



= − ψ − ψ +ψ = −

= ∀ ∈ − ∈ −







3. Найти матричные коэффициенты прогонки вперед по формулам (14), (15)  21, 2 :m n= −

 1 1
1 1 1, ,ТA B A F− −λ = − ν =

 ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 2, , 2, 2.Т

m m m m m mB A B B A F B m n− −
− − −λ = − λ + ν = λ + − ν = −

4. Найти вектор-строку  
2 1
Т
n −ψ  по формуле (16):

 ( ) ( )2 2 2 2

1
1 2 1 2 .Т Т

n n n nB A F B
−

− − − −ψ = λ + − ν

5. Найти остальные строки матрицы-решения ψT
m по формулам (17):

 
2 22 1 2 1 12,1 , 2,1, .Т Т Т

m m m m n nm n m n+ − −= − ψ = λ ψ + ν = − ν = ψ
      

Матричный алгоритм прогонки (9)–(17) сохраняет шестой порядок погрешности согласно 
формулам (7), (8) для уравнения Пуассона.

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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Второе  и третье уравнения системы (1)   , ,x y y xw v u u v= − = ψ = −ψ  линейны относительно первых частных 
производных, которые можно вычислять независимо. Приведем квадратурные формулы первой производной с 
различными центрами шаблона. 

Например, для уравнения  yu = ψ  получим:

 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )

2

6
( , ) 1, 1, 2, 2, 3, 3, 2 1

0, 4, 5, 4
(1, ) 1, 2, 3, 1

4
(2, ) 3, 1, 4, 0, 1

( 1

1 3 3 1 , 3, 3, 1, 1,
4 20 60

1 13 2 , 1, 1,
5 12 3 20

1 8 , 1, 1,
12

i j i j i j i j i j i j i j

j j j
j j j j

j j j j j

n

u u O h i n j n
h

u O h j n
h

u O h j n
h

u

+ − + − + −

−

= ψ −ψ − ψ − + ψ −ψ + = − = −

ψ ψ ψ 
= − − ψ + ψ −ψ + − + = − 

 

= ψ −ψ − ψ −ψ + = −

( )

( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

, 4, 5, 4
, ) 1, 2, 3, 1

4
( 2, ) 3, 1, 4, , 1

1 13 2 , 1, 1,
5 12 3 20

1 8 , 1, 1.
12

n j n j n j
j n j n j n j

n j n j n j n j n j

O h j n
h

u O h j n
h

− −
− − −

− − − −










 ψ ψ ψ 

= − − − ψ + ψ −ψ + − + = −  
 


= − ψ −ψ − ψ −ψ + = −


Аналогичные формулы можно записать для уравнений  , .x yxv w v u= −ψ = −  Рассмотрим уравнение динамики вих-

ря в системе уравнений (1). Для ускорения численного решения задачи (1) использовался метод расщепления [11].
Аналитически метод n-кратного расщепления уравнения вихря для временного интервала τ0 ⸳ n можно запи-

сать в виде:
 ( )

1

0

1 , 0, 1.
Re

k i k i
k k i k k i k i k i

x y xx yy
w w u w v w w w i n

+ + +
+ + + +− + ⋅ + ⋅ = + = −

τ

Система рекуррентных уравнений (19) для вихря с замороженным полем скорости
 ( )( , ), ( , ) , 0, 1, , 1,2,...k ku x y v x y i n k const k= − = =  состоит из n промежуточных шагов  0, 1,i n= −  верхний индекс i 
указывает номер промежуточного слоя времени в уравнении вихря (19), индекс k — номер кратного слоя времени 
в системе (19) (если k кратно n). Поля скорости и функции тока постоянны в уравнениях (19) при значениях k = const 
и изменении индекса  0, 1,i n= − . В данной системе уравнений изменяется только поле вихря  ,  0, 1.k iw i n+ = −  Поле 
скорости скачком изменяется в системах (1), (19), когда временной индекс функции вихря увеличивается на n от k 
до k + n в системе уравнений (19).

Идея расщепления системы уравнений (19) заключается в уменьшении накопления ошибки округления и вре-
мени вычислений при ее решении. Дифференциальные операторы по координате в (19) аппроксимированы во 
внутренних узлах с точностью O(h6), как и все уравнения системы (1), граничные условия с точностью O(h4), а по 
времени с точностью O(τ).

Таким образом, за время τ0 ⸳ n, решая n раз уравнение (19), получим скачок по времени τ0 ⸳ n (в n раз больший, 
чем последовательное решение системы уравнений(1)) и уменьшим ошибку округления, не решая другие уравне-
ния системы (1) внутри системы (19).

Уравнение (19) линейно относительно координатных производных  , , , .i i i i
x y xx yyw w w w   В работе [11] показано, что 

для спектральной устойчивости уравнения динамики вихря (19) достаточно выбрать соотношение временного и 
пространственного шагов в виде неравенства  2

0
3 Re.

16
hτ ≤  Именно такой максимальный временной шаг задавал-

ся авторами в программе.
Для первых частных производных уравнения (19) использовались формулы аппроксимации, например, для wy   

(формулы для производной wx аналогичны):

 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )

6
( , ) 1, 1, 2, 2, 3, 3, 2 1

0, 4, 5, 4
(1, ) 1, 2, 3, 1

4
(2, ) 3, 1, 4, 0, 1

(

1 3 3 1 , 3, 3, 1, 1,
4 20 60

1 13 2 , 1, 1,
5 12 3 20

1 8 , 1, 1,
12

y i j i j i j i j i j i j i j

j j j
y j j j j

y j j j j j

y

w w w w w w w O h i n j n
h

w w w
w w w w O h j n

h

w w w w w O h j n
h

w

+ − + − + −= − − − + − + = − = −

 
= − − + − + − + = − 

 

= − − − + = −

( )

( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

, 4, 5, 4
1, ) 1, 2, 3, 1

4
( 2, ) 3, 1, 4, , 1

1 13 2 , 1, 1,
5 12 3 20

1 8 , 1, 1.
12

n j n j n j
n j n j n j n j

y n j n j n j n j n j

w w w
w w w O h j n

h

w w w w w O h j n
h

− −
− − − −

− − − −










  

= − − − + − + − + = −  
 


= − − − − + = −



(18)

(19)

(20)
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Вторые частные производные wy y  в (19) имеют вид:

 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

6
( , ) , 1, 1, 2, 2, 3, 3, 2 12

4
(1, ) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12

(2, ) 2

1 49 3 3 1 , 3, 3, 1, 1,
18 2 20 90

1 137 49 17 47 19 31 13 , 1, 1,
180 60 12 18 12 60 180

1 5
2

yу i j i j i j i j i j i j i j i j

yу j j j j j j j j

yу j

w w w w w w w w O h i n j n
h

w w w w w w w w O h j n
h

w
h

+ − + − + −= − + + − + + + + = − = −
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Аналогичные формулам (20) записываются формулы для производной wxx.
Согласно алгоритму A. Salih [1] предварительно необходимо обновить значения функции вихря w на границе 

прямоугольника и только потом решать уравнение вихря (19) во внутренних точках каверны.
Разложим в ряд Тейлора функцию тока в первом координатном узле на расстоянии h от левой стенки вдоль оси x, 

которая нормальна к левой стенке:
 ( )

2 3 4 5
6

1 0 .
2 6 24 120x xx xxx xxxx xxxxx
h h h hh O hψ = ψ +ψ +ψ +ψ +ψ +ψ +

Из уравнения  0yu = ψ =  следует, что на боковых стенках функция тока не меняется, а из уравнения  0xv = −ψ =  
следует, что функция тока не меняется на нижнем и верхнем отрезке каверны, поэтому на четырех сторонах пря-
моугольной каверны положим функцию тока равной нулю.

Учтем, что на левой стенке каверны  0 0, ,x xxv wψ = ψ = − ψ = −  и перепишем (21):

 ( ) ( )
2 3 4 5 2 3

6 41
1 2

22 .
2 6 24 120 3 12 60xxx xxxx xxxxx xxx xxxx xxxxx
h h h h h h hvh w O h w v O h

h h
ψ

ψ = − − +ψ +ψ +ψ + ⇔ = − − +ψ +ψ +ψ +

Из уравнения (22) видно, что достаточно аппроксимировать производные для функции тока  ψxxx, ψxxxx,ψxxxxx, на 
левой границе соответственно с 3-м, 2-м, 1-м порядками погрешности. Уравнение (22) имеет инвариантный вид, 
так как порядок производной и степень шага h имеют одинаковую четность. Например, для ψxxxxx , h

3 имеем пятый 
и третий порядок соответственно, поэтому произведение разностного оператора ψxxxxx на h3 не изменит знак и 
имеет одинаковый вид относительно правой и  левой стенки.

В программе использовалась следующая аппроксимация производных для формулы (22) (в каждой формуле (23) 
индекс j меняется в пределах  11, 1j n= − ):
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В работе [1] A. Salih указывает, что устойчивость численного решения задачи (1) зависит от порядка аппрок-
симации краевых значений функции вихря в уравнении, аналогичном уравнению (23). Например, он утверждает, 
что аппроксимация граничных условий вихря с первым порядком более устойчива, чем аппроксимация со вторым 
порядком. Используя метод расщепления уравнения вихря (19) явной разностной схемы авторами не было заме-
чено влияния порядка аппроксимации краевых условий вихря на устойчивость задачи даже при аппроксимации 
с четвертым порядком. Устойчивость решения общей задачи (1) зависела только от числа Рейнольдса Re и от вы-
бора начальных условий.

Аналогично формуле (22) для вихря на нижней (верхней стенке) имеем

 ( )
2 3

41
2

22 .
3 12 60yyy yyyy yyyyy
h h hw u O h

h h
ψ

= − +ψ +ψ +ψ +

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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Профиль начальной горизонтальной компоненты скорости (2), (3) и вертикальной компоненты (4) относится 
к методу торможения и устойчив при числе Рейнольдса Re ≤ 3000. Метод разгона предполагает неподвижную на-
чальную жидкость в каверне и впервые предложен А.А. Фоминым и Л.Н. Фоминой в работе [2]. Верхняя крышка 
каверны, медленно разгоняясь из неподвижного состояния, увлекает за собой жидкость в закрытой каверне. В 
работе [2] Фомины предложили вычислять зависимость скорости верхней крышки от времени согласно формуле

 ( )( )( )1 1

1

1 sin 2 / 1 1 ,0 ,
( , ) 0, ( , ) 2 2

1, .

t t t t
v x k u x k

t t

π − + ≤ ≤= = 
 >

В данной работе c методом разгона использовалась аналогичная формула
 

1
1

1

sin ,0 ,
( , ) 0, ( , ) 2

1, .

t t t
v x k u x k t

t t

  π ≤ ≤  = =   
 >

а)

1,00

Y

X

0,75

0,50

0,25

0,00
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

б)
Рис. 1. Результаты решения: а — Re = 2000, метод торможения, нижняя граница функции тока (первое число), 

границы горизонтальной и вертикальной компонент скорости, функции вихря в момент t = 24000;
 б — предельное поле линий тока в методе торможения Re = 2000, n1 × n2 = 100 × 100

а)

1,00

Y

X

0,75

0,50

0,25

0,00
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Рис. 2. Результаты решения: а — Re = 2000, метод разгона, нижняя граница функции тока (первое число), 
границы горизонтальной и вертикальной компонент скорости, функции вихря в момент t = 1260000; 

б — предельное поле линий тока в методе разгона Re = 2000, n1 × n2 = 100 × 100

(25)

б)
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Сравнивая интервалы изменения величин функции тока, поля горизонтальной и вертикальной скорости, функ-
ции вихря на рис. 1 и рис. 2 видим, что они совпадают с точностью до 16 значащих цифр. Следовательно, совпа-
дают поля линий тока на рис. 1 и рис. 2.

Таким образом, методы разгона и торможения начального поля скорости (2), (3), (4) эквивалентны для чисел 
Рейнольдса Re ≤ 3000. Однако время установления стационарных полей в методе торможения в десятки раз (в 57 раз) 
меньше, чем время решения задачи (1) в методе разгона.

а)

1,00
Y

X

0,75

0,50

0,25

0,00
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

б)
Рис. 3. Результаты решения: а — Re = 8000, метод разгона, нижняя граница функции тока (первое число), 

границы горизонтальной и вертикальной компонент скорости, функции вихря в момент t = 1044000; 
б — предельное поле линий тока в методе разгона Re = 8000, n1 × n2 = 100 × 100 

Поле линий тока на рис. 3б имеет 3 вихря второго порядка, расположенных в углах каверны и полностью со-
впадает с полем линий тока в работе [13, с. 22] при Re = 8000. Из рис. 1, 2, 3 видно, что максимальные по модулю 
значения функции вихря образуются в узлах на верхней и правой стенке каверны недалеко от точек сопряжения 
профиля скорости, либо вблизи особых точек скорости в верхних углах каверны [14].

Обсуждение и заключение. Предложен алгоритм численного решения двухмерной гидродинамической зада-
чи в прямоугольной каверне в переменных «функция тока — вихрь». Аппроксимация уравнений в системе (1) имеет 
шестой порядок погрешности во внутренних узлах и четвертый в граничных узлах. Впервые предложен метод 
торможения с начальным полем горизонтальной скорости посредством гладкого соединения двух синусоид. На-
чальные условия в методе торможения допускают числа Рейнольдса Re ≤ 3000. Численно показана эквивалент-
ность решений методом разгона и методом торможения начальных условий с совпадением конечных полей функ-
ции тока, поля горизонтальной и вертикальной компонент скорости и поля вихря с точностью до 15 значащих 
цифр. Численно решена задача в переменных «функция тока — вихрь» с числом Re = 8000. При этом ее решение 
и структура основного и вторичных вихрей качественно совпадает с работами других авторов.
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