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Аннотация
Введение. Рассматривается разностная схема, аппроксимирующая краевую задачу для уравнения параболиче-
ского типа в трехмерной постановке с условиями на границе I–III рода. Данная статья является дополнением 
к предыдущим работам авторов, посвященным численному решению одной из актуальных задач гидрофизики 
зон морского мелководья — задаче переноса, осаждения (транспорта) и трансформации взвешенного веще-
ства. Аппроксимация указанного класса задач внутри области приводит к схемам, сходящимся со скоростью 
O(τ + h2), где  2 2 2 2

x y zh h h h= + + , hx, hy, hz и  τ — шаги разностной сетки по пространственным координатам x, y, z 
и времени соответственно. При этом требует аккуратного рассмотрения случай граничных условий, поскольку 
при неудачной их аппроксимации может понизиться порядок аппроксимации разностной схемы в целом. Пред-
ложенные авторами методы аппроксимации граничных условий обеспечивают сходимость разностной схемы 
со скоростью O(τ + h2).
Материалы и методы. В своих исследованиях авторами сделан акцент на аппроксимации граничных условий 
третьего рода (аппроксимация граничных условий второго рода рассматривается как их частный случай). Ориен-
тиром служит аппроксимация указанных граничных условий по формуле центральных разностей с последующим 
дифференцированием обеих частей уравнений диффузии-конвекции и исключением из полученных выражений 
функций решения в фиктивных узлах расширенной сетки.
Результаты исследования. Построены аппроксимации граничных условий II–III рода для краевой задачи, опи-
сывающей транспорт частиц взвешенного вещества, обеспечивающие сходимость разностной схемы со скоро-
стью O(τ + h2).
Обсуждение. Работа может быть полезна в задачах диффузии-конвекции, где необходимо добиться численного 
решения с приемлемой точностью.
Заключение. Дальнейшие исследования авторов могут быть направлены на исследование построенных разност-
ных схем с учетом физически мотивированных ограничений на шаг временной сетки τ и сеточное число Пекле.

Ключевые слова: прибрежные морские системы, задача диффузии-конвекции, разностная схема, граничные 
условия второго и третьего рода, погрешность аппроксимации
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Abstract 
Introduction. A finite-difference scheme approximating a boundary value problem for a parabolic-type equation in a 
three-dimensional setting with boundary conditions of the first-third types is considered. This paper is a continuation of 
the authors’ previous works devoted to the numerical solution of one of the pressing problems of hydrophysics in shallow 
marine zones — the problem of transport, deposition, and transformation of suspended matter. The approximation of this 
class of problems inside the domain leads to schemes converging at a rate of O(τ + h2), where  2 2 2 2

x y zh h h h= + + , hx, hy, hz 
and τ are the steps of the difference grid along the spatial coordinates x, y, z and time, respectively. However, the case 
of boundary conditions requires careful treatment, since an inaccurate approximation may reduce the overall order of 
accuracy of the finite-difference scheme. The methods proposed by the authors for approximating boundary conditions 
ensure the convergence of the finite-difference scheme at the rate of O(τ + h2).
Materials and Methods. The authors focused on approximating third-type boundary conditions (with second-type 
conditions considered as a particular case). The approach is based on the central difference approximation of boundary 
conditions on an extended grid and the elimination of suspended matter concentration values in ghost nodes (cells).
Results. Approximations of the second- and third-type boundary conditions were constructed for a boundary value 
problem describing suspended matter transport. These approximations guarantee convergence of the finite-difference 
scheme at the rate of O(τ + h2).
Discussion. The study may be useful in convection–diffusion problems where achieving numerical solutions with 
acceptable accuracy is required.
Conclusion. Future research may focus on the analysis of the constructed finite-difference schemes under physically 
motivated constraints on the time step τ and the grid Peclet number.

Keywords: coastal marine systems, convection–diffusion problem, finite-difference scheme, second- and third-type 
boundary conditions, approximation error
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Введение. Рассматривается начально-краевая задача транспорта взвешенного вещества многофракционного 
состава, учитывающая три пространственные переменные, а также следующие физические параметры и процес-
сы: адвективный перенос, обусловленный движением водной среды, микротурбулентную диффузию и гравитаци-
онное осаждение частиц взвеси, переход частиц крупных гранулометрических фракций в более мелкие (распад) 
и наоборот — агрегацию (слипание) частиц мелких гранулометрических фракций в более крупные [1–4]. Для 
непрерывной задачи выполнено преобразование правых частей уравнений диффузии — конвекции — реакции 
многофракционных взвесей на временной сетке «с запаздыванием». Для этого на временной сетке с шагом τ выполнено 
преобразование правых частей уравнений начально-краевой задачи транспорта взвесей: для функций — концентра-
ций взвесей, входящих в правые части уравнений задачи и не относящихся к той фракции, для которой сформули-
рована начально-краевая задача для уравнения диффузии — конвекции — реакции, значения этих концентраций 
определяются на предыдущем временном слое. Такой подход позволяет упростить последующую численную 
реализацию каждого из уравнений диффузии — конвекции — реакции. В настоящей статье рассматривается 
разностная схема, аппроксимирующая краевую задачу для уравнения параболического типа в трехмерной поста-
новке с условиями на границе I–III рода. Данная статья является дополнением к предыдущим работам авторов, по-
священным численному решению одной из актуальных задач гидрофизики зон морского мелководья — задаче пере-
носа, осаждения (транспорта) и трансформации взвешенного вещества. Как правило, аппроксимация указанного 
класса задач внутри области приводит к схемам, сходящимся со O(τ + h2), где  2 2 2 2

x y zh h h h= + + , hx, hy, hz и τ  — шаги 
разностной сетки по пространственным координатам   и времени соответственно. При этом требует аккуратного 
рассмотрения случай граничных условий, поскольку при неудачной их аппроксимации может понизится порядок 
аппроксимации разностной схемы в целом. Предложенные авторами методы аппроксимации граничных условий 
обеспечивают сходимость разностной схемы со скоростью O(τ + h2).
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Материалы и методы. Будем полагать, что рассеянные в водной толще частицы взвешенного вещества раз-
делены на R фракций. Осуществим постановку задачи для области  { }0 , 0 , 0 .x y zG x L y L z L= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

 { }0 , 0 , 0 .x y zG x L y L z L= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

В прямоугольной декартовой системе координат Oxyz рассмотрим трехмерное уравнение диффузии — кон-
векции — реакции осаждения с использованием кососимметрической формы представления оператора конвек-
тивного переноса [5‒10]:

 ( )0 , 1,..., , , , ,r
r r r

c C c Dc F r R x y z G
t

∂
+ = + = ∈

∂

 ( ) ( ) ( )
0

1 ,
2

r r r rr r r
r

uc vc w cc c cC c u v w
x y z x y z

′∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ′≡ + + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 
,r r r
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c c cDc
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = µ + µ + µ    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
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F c c c c c r R
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= α −β + γ = β −α + γ

= β −α + α −β + γ = −

где cr , cr = cr (x, y, z, t) — концентрация частиц в момент времени t, t ∈ [0; T]; u, v, w — компоненты вектора  U→  ско-
рости водной среды;  ,,r r g rw w w w′ ′ = + , wg,r — гидравлическая крупность частиц; μh,r , μv,r — коэффициенты горизон-
тальной и вертикальной диффузии частиц; Fr — функция источника; αr , βr — коэффициенты, описывающие интен-
сивность превращения частиц одной фракции в другую, αr ≥ 0, βr  ≥  0; γr — мощность внешнего источника частиц.

Уравнение (1) дополняется начальными условиями:

 ( ) ( ) ( ),0, , ,0 , , , , ,r rc x y z c x y z x y z G= ∈
и граничными условиями:

‒ на боковых гранях параллелепипеда G:
cr = cʹr , если  0nu <→ ,
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= ≥

∂→
→  — проекция вектора скорости на внешнюю нормаль → n  к границе, cʹ  — известные значения концентраций);
‒ на верхнем и нижнем основаниях параллелепипеда G, соответственно:

 0,rc
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∂
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∂
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.g rr
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wc c
z
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В задаче (1)‒(6) осуществим переход от z-координатной системы к θ-координатной системе, для которой ис-
пользуем декартову систему координат в горизонтальной плоскости, а в качестве вертикальной переменной — 
безразмерную переменную θ, θ ∈ [0; 1].

При переходе к θ-координатной системе используем формулу:

 , ,z x x y y
h θ θ
− ηθ = = = ,

где h — глубина, η — высота относительно свободной поверхности.
Методами, изложенными в работе [11], выполним преобразование с «запаздыванием» на временной сетке 

 { }, 0,1,..., ,n t tt n n N N Tτω = = τ = τ = . В результате получена цепочка начально-краевых задач, связанных по началь-
ным и конечным данным на каждом шаге временной сетки.

Уравнение (1) преобразуется следующим образом:
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Начальные и граничные условия (2)–(6) соответствующим образом примут вид:

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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1 1

, , ,0 , , , ,0 ,
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r r
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Доказана сходимость решений преобразованной системы к решению исходной задачи в норме гильбертова 
пространства L2(G) со скоростью O(τ) при τ→0 [11].

Для расчета компонент вектора скорости движения водной среды использована трехмерная модель гидроди-
намического обтекания рельефа дна с учетом донного трения и подъема уровня [12–14].

Результаты исследования. Будем предполагать существование и непрерывность производных

 4 4 4 2

4 4 4 2,  ,  ,  ,
n n n n
r r r rc c c c

x y t
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂θ ∂

 а также непрерывности частных производных второго порядка:
 2 2 222 2

, , ,
2 2 2 2 2 2,  ,  ,  ,  ,  h r h r v rrwu v

x y x y
∂ µ ∂ µ ∂ µ′∂∂ ∂

∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ
 2 2 222 2

, , ,
2 2 2 2 2 2,  ,  ,  ,  ,  h r h r v rrwu v

x y x y
∂ µ ∂ µ ∂ µ′∂∂ ∂

∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ
. Дополнительно считаем, что существуют и непрерывны смешанные частные производные

функции  n
rc  по переменным x, y, θ  до пятого порядка включительно и по переменным x, y, θ, t до второго порядка 

включительно, а также смешанные частные производные функций un, vn, wrʹ 
n по переменным  x, y, θ до второго 

порядка включительно.
Для аппроксимации задачи (8)–(13) используем сетки:

  и ,x y x yθ θω = ω ×ω ×ω ω = ω ×ω ×ω
где

 ( ){ } { }: ; 1,..., 1; 1 , : ; 0,1,..., ; ,x x x x x x x x x x x x xx x ih i N N h L h x x ih i N N h Lω = = = − − ≡ − ω = = = ≡
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 ( ){ } { }: ; 1,..., 1; 1 1 , : ; 0,1,..., ; 1 .kh k N N h h kh k N N hθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ θω = θ θ = = − − ≡ − ω = θ θ = = ≡

В работе [15] получена разностная схема, аппроксимирующая задачу (8)–(13) во внутренних узлах сетки со 
вторым порядком точности по пространственным переменным и первым — по временной переменной. Разност-
ная схема, аппроксимирующая уравнение (8), запишется в виде:
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 ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1
1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

, , , ; , , , ;

, , , , , , , 2,..., 1.

n n n n n n n n n n
n R R R n R R R R

n n n n n n n
r r r n r r r r n r r r r

F c x y t c c F c x y t c c

F c x y t c c x y t c c r R

− −
− − − −

− −
− − − + + −

= α θ −β + γ = β θ −α + γ

= β θ −α + α θ −β + γ = −

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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 ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1
1 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1 1 1

, , , ; , , , ;

, , , , , , , 2,..., 1.

n n n n n n n n n n
n R R R n R R R R

n n n n n n n
r r r n r r r r n r r r r

F c x y t c c F c x y t c c

F c x y t c c x y t c c r R

− −
− − − −

− −
− − − + + −

= α θ −β + γ = β θ −α + γ

= β θ −α + α θ −β + γ = −

 ( )( ) ( )1
3 2 2 1 3 3 3 3, , , , , , , .n n n n n

n i j k nF c x y t c c x y t−
− τ= β θ −α + γ θ ∈ω ∈ω

Здесь и далее черта над  n
rc  и  n

rF  означает их принадлежность классу сеточных функций.
Нетрудно убедиться, что для погрешности аппроксимации  ( ), ,n

i j kx yψ θ  полученной разностной схемы в узлах 
сетки  τω ×ω  выполнено соотношение:

 ( ) ( )2, , , 0,1,..., ,n
i j k tx y O h n Nψ θ = τ + =

Отметим, что начальное условие (9) задаётся на сетке  τω ×ω  точно.
Перейдем к построению разностной схемы второго порядка точности для задачи транспорта взвешенного 

вещества в граничных узлах.
Будем считать, что выполнены условия:

 
11 12 21 22 31 32, , ,x

y x y

h h hk k k k k k
h h h

θ θ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

где k11, k12, k21, k22, k31, k32 — некоторые положительные константы.
Для аппроксимации граничных условий введём расширенную сетку:

 ( ){ , , , 1,0,..., 1, 1,0,..., 1, 1,0,..., 1, ; ; ,i j k x y i x j y kx y i N j N k N x ih y jh kh+
θ θω = θ = − + = − + = − + = = θ =

 }; ; 1 .x x x y y yN h L N h L N hθ θ= = =

Для узлов сетки  \+ω ω значения компонент вектора скорости предполагается равным нулю:

 ( ) ( ), , 0, если , , \ .n
r i j k i j kc x y x y +θ = θ ∈ω ω

Кроме того, будем считать известными значения компонент вектора скоростей водной среды и гидравлической круп-
ности частиц взвеси в узлах сетки  \+ω ω с дробными значениями индексов:  ( ) ( )0,5 , , , 0,5 , , ,n n

x j k x x j ku h y u L h y− θ + θ  ( ) ( )0,5 , , , 0,5 , , ,n n
x j k x x j ku h y u L h y− θ + θ  

 ( ), 0,5 , ,n
i y kv x h− θ   ( ), 0,5 ,n

i y y kv x L h+ θ  и  ( ), , 0,5 ,n
r i jw x y hθ′ −   ( ), ,1 0,5n

r i jw x y hθ′ + .
Граничные условия (10) аппроксимируются следующим образом:

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
0, , , если 0,5 , , 0,5 , , 0,

, , , если 0,5 , , 0,5 , , 0, , , ,

n n n
r j k r x j k x j k

n n n
r x j k r x x j k x x j k i j k

c y с u h y u h y

c L y с u L h y u L h y x y +

′ θ = θ + − θ >


′θ = − θ + + θ < θ ∈ω

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,0, , если ,0,5 , , 0,5 , 0,

, , , если , 0,5 , , 0,5 , 0, , , .

n n n
r i k r i y k i y k

n n n
r i y k r i y y k i y y k i j k

c x с v x h v x h

c x L с v x L h v x L h x y +

′ θ = θ + − θ >


′θ = − θ + + θ < θ ∈ω

Построение разностных схем для граничных условий (11)–(13) проведем на примере условия третьего рода — 
условия (13). Поскольку граничные условия (11) и (12) (условия второго рода) представляют частный случай 
условия (13), то построение разностных схем здесь можно будет провести с помощью аналогичных рассуждений.

При θk = 1 граничное условие (13) равносильно следующему:
 ( )

( ) ( ),

,

, ,1
, ,1 .

, ,1

n
r i j g r n

r i j
v r i j

c x y w
c x y

x y
∂

= −
∂θ µ

На сетке  +ω  узлы (xi, yj, 1) являются внутренними.
Разностная схема в узлах (xi, yj, 1) сетки  +ω запишется в виде:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1, ,1 , ,1

, ,1 , ,1 , ,1 , 1,..., .
n n

r i j r i j n n n
r i j r i j r i j t

c x y c x y
Cc x y Dc x y F x y n N

−−
+ = + =

τ
В своих рассуждениях ориентируемся на аппроксимацию рассматриваемого граничного условия по формуле 

центральных разностей и исключение из полученного выражения и уравнения (20) значений функции  n
rc в фик-

тивном узле (xi, yj, 1 + hθ).
В уравнении (20) функции  ( ), ,1n

r i jc x y hθ+  будут входить в слагаемые:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,1 0,5 , ,1 , ,1 0,5 , ,1 ,

2 ,
n n n n

r i j r i j r i j r i j
i j

w x y h c x y h w x y h c x y h
H x y h θ θ θ θ

θ

′ ′ + + − − − 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ,2 2

1 , ,1 0,5 , ,1 , ,1 , ,1 0,5
,

n n
r i j r i j r i j r i j

i j

x y h c x y h c x y x y h
H x y h ν θ θ ν θ

θ

µ + + − −µ − ⋅

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
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 ( ) ( )( ), ,1 , ,1 ,n n
r i j r i jc x y c x y hθ ⋅ − − 

которые мы обозначим как  ( ) ( ), ,1  и , ,1n n
r i j r i jC c x y D c x yθ θ  соответственно.

В силу того, что на рассматриваемой границе  ( ), ,1 0x yw ≡ , соотношение для  ( ), ,1n
r i jC c x yθ  может быть приведено 

к виду:
 

( ) ( ) ( ), , ,1 , ,1 .
2 ,

g r n n
r i j r i j

i j

w
c x y h c x y h

H x y h θ θ
θ

 + − − 

Условие (19) запишем в виде:

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ),

, ,

, ,1 , ,1 2
, ,1

2 , ,1 0,5 , ,1 0,5

n n
r i j r i j g r n

r i j
v r i j v r i j

c x y h c x y h w
c x y

h x y h x y h
θ θ

θ θ θ

+ − −
= −

µ + +µ −

и из него получим:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

, ,

4
, ,1 , ,1 , ,1 .

, ,1 0,5 , ,1 0,5
g rn n n

r i j r i j r i j
v r i j v r i j

w h
c x y h c x y h c x y

x y h x y h
θ

θ θ
θ θ

+ = − −
µ + +µ −

Для компактного изложения дальнейших рассуждений обозначим:

 
( ) ( )

,

, ,

2
, ,1 0,5 , ,1 0,5

g r
r

v r i j v r i j

w
x y h x y hθ θ

ε =
µ + +µ −

и тогда
 ( ) ( ) ( ), ,1 , ,1 2 , ,1 .n n n

r i j r i j r r i jc x y h c x y h h c x yθ θ θ+ = − − ε

Подставляя, полученное по формуле (22) значение  ( ), ,1n
r i jc x y hθ+  в выражение для  ( ), ,1n

r i jC c x yθ , получим 
аппроксимацию:

 ( ) ( ) ( ),, ,1 , ,1 .
,

g r rn n
r i j r i j

i j

w
C c x y c x y

H x yθ

ε
≡ −

Как видно из равенства (23)  n
rC cθ  в узлах (xi, yj, 1) рассчитывается точно.

Предварительные выкладки показали, что если воспользоваться равенством (22) для аппроксимации 
 ( ), ,1n

r i jD c x yθ , то будем иметь первый порядок погрешности по θ. Для аппроксимации данного оператора со вто-
рым порядком по θ авторами будет предложен иной подход.

Разложив функции  ( ), ,1n
r i jc x y hθ±  в ряд Тейлора в окрестности точки (xi, yj, 1), найдем выражение для левой 

части равенства (21):

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2

4
3

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1
.

2 6

n n n n
r i j r i j r i j r i jc x y h c x y h c x y c x y h O h

h
θ θ θ

θ
θ

+ − − ∂ ∂
= + +

∂θ ∂θ

Последнее выражение с учётом условия (19) может быть преобразовано к виду:

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

32
, 4

3
,

, ,1 , ,1 , ,1
, ,1 .

2 6, ,1

n n n
r i j r i j r i jg r n

r i j
v r i j

c x y h c x y h c x yw hc x y O h
h x y

θ θ θ
θ

θ

+ − − ∂
= − + +

∂θµ

С помощью равенства (24) найдем значение функции  n
rc  в фиктивном узле (xi, yj, 1 + hθ):

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

33
5

3

, ,1
, ,1 , ,1 2 , ,1 .

3

n
r i jn n n

r i j r i j r r i j

c x yhc x y h c x y h h c x y O hθ
θ θ θ θ

∂
+ = − − ε + +

∂θ

Используя равенство (25), составим выражение для  ( ), ,1n
r i jD c x yθ :

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(, ,2 2
1, ,1 , ,1 0,5 , ,1 0,5 , ,1
,

n n
r i j r i j r i j r i j

i j

D c x y x y h x y h c x y h
H x y hθ ν θ ν θ θ

θ

≅ µ + +µ − − −

 
( )) ( ) ( ) ( )33

, 3

, ,1
, ,1 , ,1 0,5 2 , ,1 .

3

n
r i jn n

r i j r i j r r i j

c x yhc x y x y h h c x y θ
ν θ θ

 ∂
− −µ + ε −  ∂θ  

Очевидно, что для достижения цели достаточно аппроксимировать производную 
 ( )3

3

, ,1n
r i jc x y∂

∂θ
 с первым по-

рядком по θ. Построим аппроксимацию этой производной с заданной точностью.
Обе части уравнения (8) продифференцируем по переменной θ и из полученного равенства выразим производ-

ную  
3

3

n
rc∂

∂θ
. Далее перейдем к пределу при θ→1 и, учитывая условие (36), найдем:

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)
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 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
3 2 2 3

, ,3 2
,

, ,1 , , ,1 , ,1
, ,1 , ,1

, ,1

n n n
r i j i j r i j r i j

h r i j h r i j
v r i j

c x y H x y c x y c x y
x y x y

t xx y
∂ ∂ ∂

= −µ −µ ⋅
∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θµ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2
, ,

2

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1
, ,1 , ,1

n n
r i j h r i j r i j h r i jn n

i j i j

c x y x y c x y x y
u x y v x y

y x x y
   ∂ ∂µ ∂ ∂µ

⋅ + − + − ⋅      ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ ∂   

 ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2
, ,

, 2

, ,1 , ,1 , ,1 , ,11 2
, ,

n n
r i j v r i j r i j h r i j

g r
i j i j

c x y x y c x y x y
w

y H x y H x y
 ∂ ∂µ ∂ ∂µ

⋅ + − − ⋅  ∂ ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

, ,
2 2

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1 , ,1n n n
r i j h r i j r i j i j h r i jc x y x y c x y u x y x y

x y x
 ∂ ∂µ ∂ ∂ ∂ µ

⋅ − + − ⋅  ∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

,, ,1 , ,1 , ,1 , ,1 , ,1 , ,11
2

n n n n n
r i j i j h r i j r i j i j i jc x y v x y x y c x y u x y v x y

x y y x y
  ∂ ∂ ∂ µ ∂ ∂ ∂

⋅ + − + + −    ∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂θ  
 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

,, , ,
22

, , ,

, ,1 , ,1 , ,1 , ,12
, ,1 .

, ,1 , ,1 , , ,1

n n n
i j i j v r i j r i jg r g r g r n

r i j
v r i j v r i j i j v r i j

u x y v x y x y F x yw w w
c x y

x yx y x y H x y x y
 ∂ ∂ ∂ µ ∂

− − + ⋅ − ∂ ∂ ∂θ ∂θµ µ µ  

Очевидным образом, здесь выполнено:
 

( ) ( ) ( ) ( )
,2 ,1 ,111

2 2 1 1 1 1 1
,2 ,1 ,1

, ,1, ,
, ,1 , ,1 , ,1

n
g g gn n n n

i j n
v i j v i j v i j

w w wF c x y t c c
x y x y x y

−
−

 ∂
= −α +β + γ  ∂θ µ µ µ 

 
( ) ( ) ( ) ( )

, 1 , ,1
1 1 1

, 1 , ,

, ,1, ,
, ,1 , ,1 , ,1

g R g R g Rn n n n n
R R R n R R R R

v R i j v R i j v R i j

w w w
F c x y t c c

x y x y x y
− −

− − −
−

 
= −β + α − γ  µ µ µ 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 1 ,1
1 1 1

, 1 ,

, 1 , ,1
1 1 1

, 1 , ,

, ,1,
, ,1 , ,1

, ,1, .
, ,1 , ,1 , ,1

n
g r g rn nr

r n r r
v r i j v r i j

g r g r g rn n n n
r r n r r r r

v r i j v r i j v r i j

w wF c x y t c
x y x y

w w w
c x y t c c

x y x y x y

− −
− −

−

+ −
+ + −

+

 ∂
= −β + α +  ∂θ µ µ 

 
+ −α +β − γ  µ µ µ 

Для удобства восприятия текста читателем, аппроксимацию выражения в прямых скобках из правой час-
ти выражения (26) проведем для каждого слагаемого отдельно. Изначально отметим, что для коэффициента
 ( )

( )
2

,

,
, ,1
i j

v r i j

H x y
x yµ

, стоящего перед данной скобкой, используем выражение:

 ( )
( )

( )
( ) ( )

2 2

, , ,

, 2 ,
.

, ,1 , ,1 0,5 , ,1 0,5
i j i j

v r i j v r i j v r i j

H x y H x y
x y x y h x y hθ θ

=
µ µ + +µ −

Рассмотрим производную 
 ( )2 , ,1n

r i jc x y
t

∂

∂ ∂θ
. Для неё имеем:

 ( ) ( ) ( )2 , ,1 , ,1 , , ,1 ,1
2 2

n n n
r i j r i j n r i j nc x y c x y h t c x y h t

t h
θ θ

θ

∂ + + τ − + − τ
= −∂ ∂θ τ

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2, ,1 , , ,1 ,
2

, ,1 , , ,1 ,1
2 2

n n
r i j n r i j n

n n
r i j n r i j n

c x y h t c x y h t
O O h

c x y h t c x y h t
h

θ θ
θ

θ θ

θ

− + τ − − − τ
− + τ + =τ 

 + + τ − − + τ
= −τ

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2, ,1 , , ,1 , 1 .
2 2

n n
r i j n r i j nc x y h t c x y h t

O O h
h h

θ θ
θ

θ θ

+ − τ − − − τ
− + τ +



Используя равенство (28), могут быть записаны соотношения:
 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
32

, 4
3

,

, ,1 , , ,1 ,
2

, ,1,
, ,1, .

6, ,1

n n
r i j n r i j n

n
r i j ng r n

r i j n
v r i j

c x y h t c x y h t
h

c x y tw hc x y t O h
x y

θ θ

θ

θ
θ

+ ± τ − − ± τ
=

∂ ± τ
= − ± τ + +

∂θµ

(26)

(27)

(28)

(29)
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С помощью равенства (29) преобразуем равенство (28):

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
,

,

3 32
2 2

3 3

, ,1, , ,1,
2 , ,1

, ,1, , ,1, 1 .
12 2

n
g r n nr

r i j n r i j n
v r i j

n n
r i j n r i j n

wc c x y t c x y t
t x y

c x y t c x y th O O h
h

θ
θ

θ

∂
= − + τ − − τ +

∂ ∂θ τµ

 ∂ + τ ∂ − τ
+ − + τ +  τ ∂θ ∂θ 

Для выражения  
( ) ( ) ( )( ),

,

, ,1, , ,1,
2 , ,1

g r n n
r i j n r i j n

v r i j

w
c x y t c x y t

x y
+ τ − − τ

τµ
 имеем:

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ), , 2

, ,

, ,1,
, ,1, , ,1, .

2 , ,1 2 , ,1

n
r i j ng r g rn n

r i j n r i j n
v r i j v r i j

c x y tw w
c x y t c x y t O

tx y x y
∂

+ τ − − τ = + τ
∂τµ τµ

С учетом (31) преобразуем выражение (30). Получим:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 322

2 2 2
3 3

, ,1, , ,1, , ,1,1 1 .
2 6 2

n n nn
r i j n r i j n r i j nr

r

c x y t c x y t c x y thc O O h
t t h

θ
θ

θ

 ∂ ∂ + τ ∂ − τ∂
= −ε + − + τ + + τ  ∂ ∂θ ∂ τ ∂θ ∂θ 

Далее, введя обозначение 
 
( ) ( )3

3

, ,1,
, ,1,

n
r i j n

i j n

c x y t
x y t

∂ ± τ
ϕ ± τ =

∂θ
, последнее равенство запишем в виде:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

2 2 2, ,1, , ,1, , ,1, 1 .
6 2 2

nn
r i j n i j n i j nr

r

c x y t x y t x y thc O O h
t t h

θ
θ

θ

 ∂ ϕ + τ −ϕ − τ∂
= −ε + + τ + + τ  ∂ ∂θ ∂ τ 

Откуда следует
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22
2 2 2 2, ,1, , ,1, 1 .

6 2

nn
r i j n i j nr

r

c x y t x y thc O O O h
t t t h

θ
θ

θ

 ∂ ∂ϕ∂
= −ε + + τ + τ + + τ  ∂ ∂θ ∂ ∂ 

В соответствии с условием Куранта величина τ ограничена и можно считать выполнимым равенство: 
 ( ) ( )21
2

O O h
h θ
θ

τ = . С учётом сказанного, имеем:

 ( ) ( ) ( )
22

2, ,1, , ,1,
.

6

nn
r i j n i j nr

r

c x y t x y thc O h
t t t

θ
θ

∂ ∂ϕ∂
= −ε + + + τ

∂ ∂θ ∂ ∂

Учитывая последнее соотношение при ограниченности производной 
 ( ) ( )4

3

, ,1, , ,1,n
i j n r i j nx y t c x y t

t t x
∂ϕ ± τ ∂ ± τ

=
∂ ∂ ∂

, 
можем записать:

 ( ) ( )
2

2, ,1,
.

nn
r i j nr

r

c x y tc O h
t t θ

∂∂
= −ε + + τ

∂ ∂θ ∂

Далее рассмотрим производную 
 ( )3

2

, ,1n
r i jc x y

x
∂

∂ ∂θ
.

С учетом неравенства  21 22
x

hk k
h
θ≤ ≤  из (16), имеем:

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2 2
2

2 2 2

2

2 2
2

, ,1 , ,1 , ,11
2

, ,1 2 , ,1 , ,11
2

, ,1 2 , ,1 , ,1

n n n
r i j r i j r i j

n n n
r i x j r i j r i x j

x

n n n
r i x j r i j r i x j

x
x

c x y c x y h c x y h
O h

x h x x

c x h y h c x y h c x h y h
h h

c x h y h c x y h c x h y h
O h O h

h

θ θ
θ

θ

θ θ θ

θ

θ θ θ
θ

 ∂ ∂ + ∂ −
= − + =  ∂ ∂θ ∂ ∂ 

 + + − + + − +
= −


+ − − − + − −

− + +


=

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

, ,1 , ,1 , ,1 , ,11 2
2 2

n n n n
r i x j r i x j r i j r i j

x

c x h y h c x h y h c x y h c x y h
h h h

θ θ θ θ

θ θ

 + + − + − + − −
= − +


 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

2

, ,1 , ,1 1
2 2

, ,1 , ,1 , ,1 , ,11 2
2 2

, ,1 , ,1
.

2

n n
r i x j r i x j

x

n n n n
r i x j r i x j r i j r i j

x

n n
r i x j r i x j

x

c x h y h c x h y h
O h O h

h h

c x h y h c x h y h c x y h c x y h
h h h

c x h y h c x h y h
O h h

h

θ θ
θ

θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ
θ

θ

− + − − −
+ + + =


 + + − + − + − −

= − +


− + − − −
+ + +



(30)

(31)

(32)

(33)
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 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

2

, ,1 , ,1 1
2 2

, ,1 , ,1 , ,1 , ,11 2
2 2

, ,1 , ,1
.

2

n n
r i x j r i x j

x

n n n n
r i x j r i x j r i j r i j

x

n n
r i x j r i x j

x

c x h y h c x h y h
O h O h

h h

c x h y h c x h y h c x y h c x y h
h h h

c x h y h c x h y h
O h h

h

θ θ
θ

θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ
θ

θ

− + − − −
+ + + =


 + + − + − + − −

= − +


− + − − −
+ + +



На основе равенства (24), может быть записано соотношение:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
32

4
3

, ,1 , ,1 , ,1
, ,1 .

2 6

n n n
r i x j r i x j r i x jn

r r i x j

c x h y h c x h y h c x h yhc x h y O h
h

θ θ θ
θ

θ

± + − ± − ∂ ±
= −ε ± + +

∂θ

Используя равенства (34), преобразуем соотношение (33) к виду:

 ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

2 2

3 3 32
2

2 3 3 3

, ,1
, ,1 2 , ,1 , ,1

, ,1 , ,1 , ,1
2 .

6

n
r i j n n nr

r i x j r i j r i x j
x

n n n
r i x j r i j r i x j

x
x

c x y
c x h y c x y c x h y

x h

c x h y c x y c x h yh O h h
h
θ

θ

∂ ε
= − + − + − +

∂ ∂θ

 ∂ + ∂ ∂ −
+ − + + +  ∂θ ∂θ ∂θ 

Используя равенство:
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2
2 2

, ,11 , ,1 2 , ,1 , ,1 ,
n
r i jn n n

r i x j r i j r i x j x
x

c x y
c x h y c x y c x h y O h

h x
∂

+ − + − = +
∂

выражение (35) запишем следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 3 3 32

2
2 2 2 3 3 3

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1 , ,1
2 .

6

n n n n n
r i j r i j r i x j r i j r i x j

r x
x

c x y c x y c x h y c x y c x h yh O h h
x x h

θ
θ

 ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ −
= −ε + − + + +  ∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂θ ∂θ 

Пусть  
 
( ) ( ) ( ) ( )3 3

3 3

, ,1 , ,1
, ,1 , , ,1

n n
r i x j r i j

i x j i j

c x h y c x y
x h y x y

∂ ± ∂
ϕ ± = ϕ =

∂θ ∂θ
. Тогда последнее равенство может быть за-

писано в виде:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 2

2
2 2 2

, ,1 , ,1 , ,1 2 , ,1 , ,1
.

6

n n
r i j r i j i x j i j i x j

r x
x

c x y c x y x h y x y x h yh O h h
x x h

θ
θ

 ∂ ∂ ϕ + − ϕ + ϕ −
= −ε + + +  ∂ ∂θ ∂  

Последнее равенство можно преобразовать к виду:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 22

2 2
2 2 2

, ,1 , ,1 , ,1
.

6

n n
r i j r i j i j

r x x

c x y c x y x yh O h O h h
x x x

θ
θ

 ∂ ∂ ∂ ϕ
= −ε + + + +  ∂ ∂θ ∂ ∂ 

Учитывая последнее соотношение, при ограниченности производной 
 ( ) ( )2 5

2 2 3

, ,1 , ,1n
i j r i jx y c x y
x x

∂ ϕ ∂
=

∂ ∂ ∂θ
, для слагае-

мого 
 

( ) ( )3

, 2

, ,1
, ,1

n
r i j

h r i j

c x y
x y

x
∂

µ
∂ ∂θ

 из правой части равенства (26), можем записать:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2

, ,2 2

, ,1 , ,1
, ,1 , ,1 .

n n
r i j r i j

h r i j r h r i j

c x y c x y
x y x y O h

x x θ

∂ ∂
µ = −ε µ +

∂ ∂θ ∂

Проводя аналогичные рассуждения для производной 
 ( )3

2

, ,1n
r i jc x y

x
∂

∂ ∂θ
, получаем:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2

, ,2 2

, ,1 , ,1
, ,1 , ,1 .

n n
r i j r i j

h r i j r h r i j

c x y c x y
x y x y O h

y y θ

∂ ∂
µ = −ε µ +

∂ ∂θ ∂

Обратимся к смешанной производной 
 ( )2 , ,1n

r i jc x y
x

∂

∂ ∂θ
. Придерживаемся представленной ранее логики рассуж-

дений. Имеем:
 ( ) ( ) ( ) ( )

2
2, ,1 , ,1 , ,11 1

2 2

n n n
r i j r i j r i jc x y c x y h c x y h

O h
x h x x h

θ θ
θ

θ θ

 ∂ ∂ + ∂ −
= − + = ⋅  ∂ ∂θ ∂ ∂ 

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2 2

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1
2 2

, ,1 , ,11
2 2

n n n n
r i x j r i x j r i x j r i x j

x x

n n
r i x j r i x j

x
x

c x h y h c x h y h c x h y h c x h y h
h h

c x h y h c x h y h
O h O h

h h

θ θ θ θ

θ θ
θ

θ

 + + − − + + − − − −
⋅ − +


 + + − + −+ + = −  

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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 ( ) ( ) ( ) ( )2 2, ,1 , ,1 1 .
2 2

n n
r i x j r i x j

x

c x h y h c x h y h
O h O h

h h
θ θ

θ
θ θ

− + − − −
− + +



На основе равенства (39) может быть записано соотношение:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
32

4
3

, ,1 , ,1 , ,1
, ,1 .

2 6

n n n
r i x j r i x j r i x jn

r r i x j

c x h y h c x h y h c x h yhc x h y O h
h

θ θ θ
θ

θ

± + − ± − ∂ ±
= −ε ± + +

∂θ

Используя равенства (40), преобразуем соотношение (39) к виду:

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 3 32

2
3 3

, ,1 , ,1 , ,1
, ,1 , ,1 .

2 12

n n n
r i j r i x j r i x jn nr

r i x j r i x j x
x x

c x y c x h y c x h yhc x h y c x h y O h h
x h h

θ
θ

 ∂ ∂ + ∂ −ε
= − + − − + − + +  ∂ ∂θ ∂θ ∂θ 

Поскольку имеет место равенство

 
( ) ( )( ) ( ) ( )2, ,11 , ,1 , ,1 ,

2

n
r i jn n

r i x j r i x j x
x

c x y
c x h y c x h y O h

h x
∂

+ − − = +
∂

выражение (41) преобразуется к виду:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 32

2
3 3

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1
.

12

n n n n
r i j r i j r i x j r i x j

r x
x

c x y c x y c x h y c x h yh O h h
x x h

θ
θ

 ∂ ∂ ∂ + ∂ −
= −ε + − + +  ∂ ∂θ ∂ ∂θ ∂θ 

Пусть 
 
( ) ( ) ( ) ( )3 3

3 3

, ,1 , ,1
, ,1 , , ,1

n n
r i x j r i j

i x j i j

c x h y c x y
x h y x y

∂ ± ∂
ϕ ± = ϕ =

∂θ ∂θ
. Тогда последнее равенство может быть за-

писано в виде:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2, ,1 , ,1 , ,1 , ,1
.

6 2

n n
r i j r i j i x j i x j

r x
x

c x y c x y x h y x h yh O h h
x x h

θ
θ

 ∂ ∂ ϕ + −ϕ −
= −ε + + +  ∂ ∂θ ∂  

Последнее выражение можно преобразовать к виду:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2, ,1 , ,1 , ,1
.

6

n n
r i j r i j i j

r x x

c x y c x y x yh O h O h h
x x x

θ
θ

 ∂ ∂ ∂ϕ
= −ε + + + +  ∂ ∂θ ∂ ∂ 

Учитывая последнее соотношение, при ограниченности производной 
 ( ) ( )4

3

, ,1 , ,1n
i j r i jx y c x y
x x

∂ϕ ∂
=

∂ ∂ ∂θ
, для слагае-

мого 
 

( ) ( ) ( )2
, , ,1 , ,1

, ,1
n

h r i j r i jn
i j

x y c x y
u x y

x x
 ∂µ ∂

−  ∂ ∂ ∂θ 
 из правой части равенства (26), можем записать:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
, ,, ,1 , ,1 , ,1 , ,1

, ,1 , ,1 .
n n

h r i j r i j h r i j r i jn n
i j r i j

x y c x y x y c x y
u x y u x y O h

x x x x θ

   ∂µ ∂ ∂µ ∂
− = −ε − +      ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂   

Проводя аналогичные рассуждения для производной 
 ( )2 , ,1n

r i jc x y
y

∂

∂ ∂θ
 относительно слагаемого

 
( ) ( ) ( )2

, , ,1 , ,1
, ,1

n
h r i j r i jn

i j

x y c x y
u x y

x x
 ∂µ ∂

−  ∂ ∂ ∂θ 
 из правой части равенства (26), можем получить соотношение:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
, ,, ,1 , ,1 , ,1 , ,1

, ,1 , ,1 .
n n

h r i j r i j h r i j r i jn n
i j r i j

x y c x y x y c x y
v x y v x y O h

y y y y θ

   ∂µ ∂ ∂µ ∂
− = −ε − +      ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂   

Обратимся к производной 
 ( )2

2

, ,1n
r i jc x y∂

∂θ
. Имеем:

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

, ,1 , ,1 , ,11 .
2

n n n
r i j r i j r i jc x y c x y h c x y h

O h
h

θ θ
θ

θ

 ∂ ∂ + ∂ −
= − +  ∂θ ∂θ ∂θ 

Используя выражение (25), в котором определяется значение функции  n
rc  в фиктивном узле (xi, yj, 1 + hθ), находим:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

33
5

3

43
4

4

, ,1 , ,1
, ,1 2 , ,1

3

, ,1 , ,1 , ,1
2 .

3

n n
r i j r i jn n

r i j r r i j

n n n
r i j r i j r i j

r

c x y h c x yhc x y h h c x y O h

c x y h c x y c x yhh O h

θ θ
θ θ θ

θ θ
θ θ

 ∂ + ∂∂= − + ε − + =  ∂θ ∂θ ∂θ 
∂ − ∂ ∂

= + ε − +
∂θ ∂θ ∂θ

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)
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С учетом последнего равенства, приводим равенство (45) к виду:

 ( ) ( ) ( )
2

2

, ,1 , ,1
.

n n
r i j r i j

r

c x y c x y
O hθ

∂ ∂
= −ε +

∂θ ∂θ
Нетрудно получить следующие аппроксимации с точностью O(hx) и O(hy):

 ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ( ) ( ))

2
,

, ,2 2

, ,1 , ,1 1 , ,0,5 , , 0,5

, ,1 2 , ,1 , ,1 ,

n
h r i j r i j

h r i j v r i j
x

n n n
r i x j r i j r i x j

x y c x y
x y h x y h

x h h

c x h y c x y c x h y

θ θ
θ

∂µ ∂
⋅ ≅ µ −µ − ⋅

∂θ ∂

⋅ + − + −

 ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ( ) ( ))

2
,

, ,2 2

, ,1 , ,1 1 , ,0,5 , , 0,5

, ,1 2 , ,1 , ,1 ,

n
h r i j r i j

h r i j v r i j
y

n n n
r i j y r i j r i j y

x y c x y
x y h x y h

y h h

c x y h c x y c x y h

θ θ
θ

∂µ ∂
≅ µ −µ − ⋅

∂θ ∂

⋅ + − + −

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

,, ,1 , ,1 , ,1 1 1 , ,1 0,5 , ,1 0,5
2

n n
i j h r i j r i j n n

i j i j
x

u x y x y c x y
u x y h u x y h

x x h h θ θ
θ

 ∂ ∂ µ ∂ 
− ≅ + − − −   ∂θ ∂ ∂θ ∂  

 ( ) ( )( , ,
1 0,5 , ,1 0,5 0,5 , ,1 0,5v r i x j v r i x j
x

x h y h x h y h
h h θ θ

θ

− µ + + −µ − + −

 ( ) ( )) ( )( ( )), ,0,5 , ,1 0,5 0,5 , ,1 0,5 , ,1 , ,1 ,n n
v r i x j v r i x j r i x j r i x jx h y h x h y h c x h y c x h yθ θ −µ + − +µ − − + − −

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

,, ,1 , ,1 , ,1 1 1 , ,1 0,5 , ,1 0,5
2

n n
i j h r i j r i j n n

i j i j
y

v x y x y c x y
v x y h v x y h

y y h h θ θ
θ

 ∂ ∂ µ ∂ 
− ≅ + − − −   ∂θ ∂ ∂θ ∂  

 ( ) ( )( , ,
1 , 0,5 ,1 0,5 , 0,5 ,1 0,5v r i j y v r i j y
y

x y h h x y h h
h h θ θ

θ

− µ + + −µ − + −

 ( ) ( )) ( )( ( )), ,, 0,5 ,1 0,5 , 0,5 ,1 0,5 , ,1 , ,1 .n n
v r i j y v r i j y r i j y r i j yx y h h x y h h c x y h c x y hθ θ −µ + − +µ − − + − −

При аппроксимации  ( ), ,1n
r i jc x y  заменяем её на сеточный аналог  ( ), ,1n

r i jc x y .
Тогда

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 , ,1 0,5 , ,1 0,5 0,5 , ,1 0,51, ,1

0,5 , ,1 0,5 0,5 , ,1 0,5
, ,1 ,

n n n
i j i x j i x jn

r i j
x

n n
i x j i x j n

r i j
x

u x y u x h y h u x h y h
c x y

x h h

u x h y h u x h y h
c x y

h

θ θ

θ

θ θ

∂ + + − − +
≅ −∂ ∂θ 

+ − − − −
− 



 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 , ,1 , 0,5 ,1 0,5 , 0,5 ,1 0,51, ,1

, 0,5 ,1 0,5 , 0,5 ,1 0,5
, ,1 ,

n n n
i j i j y i j yn

r i j
y

n n
i j y i j y n

r i j
y

v x y v x y h h v x y h h
c x y

y h h

v x y h h v x y h h
c x y

h

θ θ

θ

θ θ

∂ + + − − +
≅ −∂ ∂θ 

+ − − − −
− 



 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

, , ,

, ,1 2
, ,1

, ,1 , ,1 0,5 , ,1 0,5

0,5 , ,1 0,5 , ,1
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В результате подстановки в равенство (26) аппроксимаций, выполненных выражениями (32), (37), (38), (43)‒(55) 
с погрешностью O(hθ) (или выше) и перегруппировки слагаемых, получаем:

 ( ) ( )
3

13

, ,1
,

n
r i jc x y

O hθ
∂

= ϑ +
∂θгде

 ( ) ( )( ( ) ( )
( ) ( ))

1 10 11 12 13 14

15 16

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1

, ,1 , ,1 .

n n n n
r i j r i j y r i j y r i j

i j i j

с x y h с x y h с x y h с x y h

с x y h с x y
θ θ

θ

ϑ = ϑ ϑ − +ϑ + +ϑ − +ϑ + +

+ϑ − +ϑ

После подстановки полученных представлений для коэффициентов ϑ1i, i = 1..., 6 в формулу аппроксимации, 
приведенную выше, можно получить итоговую аппроксимацию граничного условия третьего рода, которая здесь 
не приводится ввиду ее громоздкости.

Используя равенство (56) для  ( ), ,1n
r i jD c x yθ , можем составить выражение:

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
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θ ν θ θ

≅ µ + +µ − ⋅

 
⋅ − − −µ + ε − ϑ 

 

Погрешность аппроксимации схемы (57) в граничных узлах сетки  +ω  при θk = 1 равна  ( )2O hθτ + .
Обсуждение. В работе рассмотрены вопросы, связанные с разностной аппроксимацией пространственно-

трехмерной задачи транспорта многофракционного взвешенного вещества. При аппроксимации этой задачи воз-
никают определенные трудности из-за необходимости обеспечить требуемый порядок аппроксимации вплоть 
до границы. Предложены методы аппроксимации задачи со вторым порядком точности по пространственным 
переменным и первым — по временной переменной. Требуют особого внимания исследования, связанные с ап-
проксимацией граничных условий второго и третьего рода. Для этих целей авторами предложены методы, бази-
рующиеся на аппроксимациях граничных условий по формуле центральных разностей разностей с последующим 
дифференцированием обеих частей уравнений диффузии-конвекции и исключением из полученных выражений 
функций решения в фиктивных узлах расширенной сетки.

Заключение. Дальнейшие исследования авторов могут быть направлены на исследование построенных раз-
ностных схем с учетом физически мотивированных ограничений на шаг временной сетки τ и сеточное число Пекле.
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