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Аннотация
Введение. В настоящее время при решении многих задач используются методы, основанные на применении ис-
кусственных нейронных сетей. Эти методы отличаются простотой в применении и достаточно универсальными 
возможностями. Нейронные сети различной архитектуры достаточно часто применяются к решениям задач ап-
проксимации функций нескольких переменных. Разработанные методы построения подобных нейронных сетей 
применяются при решении актуальных задач в математике, технике, экономике.
Материалы и методы. Предлагается метод построения нейронной сети для решения задач аппроксимации 
функций, основанный на применении в качестве функций активации дробно-линейных функций. Описывается 
алгоритм построения нейронных сетей для аппроксимации функций одной и двух переменных. Отдельно рас-
сматривается случай, когда значения аппроксимируемой функции заданы с погрешностью. Исследуется возмож-
ность использования данного подхода при экстраполяции функций.
Результаты исследования. Представлены результаты построения нейронных сетей аппроксимации функций од-
ной и двух переменных и применения построенных сетей в виде графиков. Предложенный метод был использо-
ван при решении задач экстраполяции, задач аппроксимации функций, значения которых заданы с погрешностью.
Обсуждение. Метод показал хорошие результаты при решении указанных задач. В качестве функций актива-
ции были использованы дробно-рациональные функции дельтообразного поведения. Поэтому определение весов 
нейронной сети свелось к решению систем линейных уравнений с хорошо обусловленными матрицами, что обе-
спечило достаточно высокую степень точности результатов аппроксимации.
Заключение. Представленные результаты доказали эффективность метода. Предложенный метод построения 
нейронных сетей может быть использован при решении задач, связанных с цифровой обработкой сигналов.
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Abstract 
Introduction. Currently, many problems are solved using methods based on artificial neural networks. These methods 
are characterized by ease of application and fairly versatile capabilities. Neural networks of various architectures are 
frequently employed to solve problems of approximating functions of several variables. The developed methods for 
constructing such neural networks are applied to solving relevant problems in mathematics, engineering, and economics. 
Materials and Methods. A method for constructing a neural network to solve function approximation problems is proposed, 
based on the use of fractional-linear functions as activation functions. An algorithm for constructing neural networks for 

 Галабурдин А.В., 2026

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Оригинальное эмпирическое исследование

MATHEMATICAL MODELLING

https://orcid.org/0000-0003-0411-6724
https://orcid.org/0000-0003-0411-6724
https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.23947/2587-8999-2026-10-1-50-57&domain=pdf&date_stamp=30.03.2026 
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2026-10-1-50-57
mailto:%D1%85Galaburdin@mail.ru
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2026-10-1-50-57
mailto:Galaburdin@mail.ru


Галабурдин А.В. Аппроксимации функций ...

51

approximating functions of one and two variables is described. The case where the values of the approximated function are 
given with an error is considered separately. The possibility of using this approach for function extrapolation is investigated.
Results. The results of constructing neural networks for approximating functions of one and two variables and the 
application of the constructed networks are presented in the form of graphs. The proposed method was used in solving 
extrapolation problems and problems of approximating functions whose values are given with an error.
Discussion. The method showed good results in solving these problems. Fractional-rational functions with delta-like 
behavior were used as activation functions. Therefore, determining the neural network weights was reduced to solving 
systems of linear equations with well-conditioned matrices, which ensured a sufficiently high degree of accuracy in the 
approximation results. 
Conclusion. The presented results proved the effectiveness of the method. The proposed method for constructing neural 
networks can be used in solving problems related to digital signal processing.

Keywords: function approximation, neural networks
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Введение. В настоящее время при решении многих задач используются методы, основанные на применении 
искусственных нейронных сетей. Нейронные сети достаточно часто применяются при решении задач аппрокси-
мации функций и прогнозирования. Возможность использования нейронных сетей при аппроксимации функций 
была представлена еще в работах А.Н. Колмогорова и В.И. Арнольда [1, 2]. Исследования в данной области ак-
тивно развиваются в наши дни. Например, в работе [3] представлен метод аппроксимации функций двух перемен-
ных посредством нейронной сети, не требующей обучения, а в работе [4] представлен процесс аппроксимации 
функции нейронной сетью, основанный на последовательном дополнении нейронов в структуру однослойного 
персептрона. Статья [5] посвящена исследованию различных подходов к построению аппроксимаций функций 
активации. Результаты этой работы могут быть использованы при реализации методов конфиденциального ма-
шинного обучения.  В исследовании [6] изложен метод идентификации моделей производственной функции на 
основе статистических данных с использованием нейронной сети, а в статье [7] отмечается, что при аппроксима-
ции и интерполяции функций с использованием искусственных нейронных сетей существует ряд ограничений и 
особенностей, которые и исследуются в данной работе. Вопрос о количестве нейронов, необходимых для аппрок-
симации выпуклых функций, рассматривается в [8]; в работе [9] доказано, что для аппроксимации оптимально 
использование двухслойной нейронной сети. Статья [10] посвящена оптимальным аппроксимациям одномерных 
функций при помощи нейронных сетей ReLU с обратной связью. В [11] сообщается об отрицательном результате, 
полученном при аппроксимации функций с несколькими неизвестными, определенных на компактных множествах. 
Многие работы посвящены применению нейронных сетей при прогнозировании экономических показателей [12–14].

Материалы и методы. При построении нейронных сетей для решения различных задач в основном применя-
ется достаточно ограниченное множество функций активации. Причем часто изначально уже имеется некоторая 
информация о решении этих задач. Но при выборе функций активации эта информация чаще всего слабо исполь-
зуется. В работах [15, 16] при построении нейронной сети для решения краевых задач для дифференциальных 
уравнений для областей сложной формы была предпринята попытка учесть известную информацию о решении 
данной задачи. Эту идею автор развивает и в настоящей работе. 

Известно, что дробно-рациональные функции обладают хорошими аппроксимационными свойствами. С дру-
гой стороны, при построении нейронных сетей для решения задач аппроксимации функций успешно применя-
ется функция Гаусса. Характерной особенностью функции Гаусса является то, что она принимает значения, су-
щественно отличные от нуля на некотором небольшом отрезке числовой оси. Такой же особенностью обладают 
многие дробно-рациональные функции, например:
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Допустим, что заданы значения функции на некотором множестве точек xi ∈ [a,b], i = 1,…, N, где [a,b] — от-
резок, на котором аппроксимируется функция f (x).

Тогда аппроксимационную формулу можно представить в виде:
 

1
( ) ( ) ( , ),

N

i i i
i
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где ai — неизвестные коэффициенты, K(x, xi) — одна из функций, приведенных выше.
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Для определения коэффициентов ai находится минимум функционала
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где  f j(xi) — функции из обучающего множества, M — количество функций обучающего множества, α — параметр.
Неизвестные коэффициенты ai определятся из системы линейных уравнений, которая получается из соотношений
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В силу указанных выше свойств используемых дробно-рациональных функций полученная система уравне-
ний имеет матрицу с диагональным преобладанием. Если значения аппроксимируемой функции заданы с некото-
рой погрешностью ε, то коэффициенты ai определяются посредством минимизации функционала
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где ε j — погрешность j-ой функции из обучающего множества.
При этом предполагается, что известен уровень погрешности аппроксимируемой функции. Это дает возмож-

ность соответствующим образом подобрать величины ε j.
Аналогично можно строить аппроксимационные формулы для функций двух переменных. В этом случае сле-

дует использовать дробно-рациональные функции, зависящие от двух переменных:
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Будем аппроксимировать функции на множестве 
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. Предположим, что заданы значения функции на 

множестве точек (xi, yj), i = 1,…, Nx, j = 1,…, Ny.
В этом случае аппроксимационная формула будет иметь вид:
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а коэффициенты ain будут определяться посредством минимизации функционала
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где f j(xi, yt) — функции из обучающего множества, M — количество функций обучающего множества, α — параметр.
Результаты исследования. Представленный выше метод был использован при построении аппроксимацион-

ных формул для ряда функций. 
Задача 1. Изложенный метод был применен при построении аппроксимационной формулы для функции 

f (x) = cos(10,5 ‧ x2 + 4,5) ‧ x. При этом полагалось N = 45, M = 35, x ∈ [0,1]. В аппроксимационной формуле исполь-
зовалась функция K3(x, z). В качестве обучающего множества использовались смещенные полиномы Чебышева 
 ( ) ( )( )cos cos 2 1  1,  2,  3, .nT x n ar x n M= ⋅ − = …, n = 1,..., M.

Параметры α и s определялись простым перебором. Выбирались те значения этих параметров, при которых 
коэффициент детерминации, определенный по заданным значениям функции f (x) в точках xi и вычисленным в 
этих же точках по аппроксимационной формуле, был больше.

На рис. 1 представлены результаты аппроксимации. Сплошной линией (1) изображен график исходной функ-
ции, а пунктирной линией (2) изображен результат аппроксимации. Точность аппроксимации оценивалась по 
коэффициенту детерминации, который в данном случае был равен 0,9974.

Этот подход был использован при решении задачи экстраполяции. Для этого при определении коэффициентов 
ai к тому множеству точек x ∈ [0,1] i = 1,…, N, на котором заданы значения аппроксимируемой функции в выра-
жении J(ai), следует добавить точки xi из того множества [b, d], на которое будет распространен процесс экстрапо-
ляции. В рассмотренном примере это множество [1, 1,05]. На этом отрезке было добавлено равномерно 7 точек. 
Полученный результат представлен на рис. 2. При этом коэффициент детерминации равнялся 0,9673.
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Рис. 1. Аппроксимация функции  f (x) = cos(10,5 ‧ x2 + 4,5) ‧ x

Рис. 2. Экстраполяция функции  f (x) = cos(10,5 ‧ x2 + 4,5) ‧ x

Задача 2. Данный метод был применен при построении аппроксимационной формулы для функции с угловой 
точкой f (x)  = 1/(1 + 5 ‧ abs(x − 0,5)). 

При этом все параметры оставались теми же, что и в задаче 1. Результат аппроксимации представлен на рис. 3. 
Коэффициент детерминации в этом случае был равен 0,9958.
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Рис. 3. Аппроксимация функции f (x)  = 1/(1 + 5 ‧ abs(x − 0,5))

Задача 3. Рассматривается построение аппроксимационной формулы для функции f (x) = cos(10,5 ‧ x2 + 4,5) ‧ x, 
значения которой f (xi) заданы с погрешностью εi = (ε − 0,5)*0,21, где ε — равномерно распределенная случайная 
величина, принимающая значения от 0 до 1. При этом полагалось N = 45, M = 35, x ∈ [0,1], в аппроксимационной 
формуле использовалась функция K2(x, z), в качестве обучающего множества использовались смещенные поли-
номы Чебышева. Полученные результаты представлены на рис. 4. Линия (1) — график функции f (x), линия (2) — 
результат аппроксимации, линия (3) — график функции f (x) + ε.

Рис. 4. Аппроксимация функции  f (x) = cos(10,5 ‧ x2 + 4,5) ‧ x, заданной с погрешностью
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Коэффициент детерминации в этом случае равнялся 0,9880.
Задача 4. Рассматривалась аппроксимация функции двух переменных:

f (x, y) = 1 − cos (2πx) ‧ cos(2πy),
f (x) = cos(10,5 ‧ x2 + 4,5) ‧ x.

При этом полагалось Nx = 21, Ny = 21, M = 25. В качестве обучающего множества использовались функции 
Tn(x), Tm(y), представляющие собой произведение смещенных полиномов Чебышева. Для построения аппрок-
симационной формулы использовалась дробно-рациональная функция P2(x, u, y, v). Результаты аппроксимации 
изображены на рис. 5.

 

Рис. 5. Аппроксимация функции f (x, y) = 1 − cos (2πx) ‧ cos(2πy)

Слева представлено изображение графика функции, а справа — изображение графика аппроксимации. Коэф-
фициент детерминации в этом случае равнялся 0,9718.

Задача 5. Рассматривалась аппроксимация функции двух переменных  2 2( , ) ( ( 0,5) ( 0,5) )f x y exp x y= −β⋅ − + − , 
имеющую особую точку (0,5; 0,5). При этом для построения аппроксимационной формулы использовалась дроб-
но-рациональная функция P3(x, u, y, v) и полагалось β = 9. Все параметры имели те же значения, что и в преды-
дущей задаче.

Полученные результаты представлены на рис. 6.

Рис. 6. Аппроксимация функции  2 2( , ) ( ( 0,5) ( 0,5) )f x y exp x y= −β⋅ − + −

Коэффициент детерминации равен 0,9898.
Обсуждение. Результаты исследования наглядно продемонстрировали достоинства примененного метода, 

которые проявились не только при решении задач аппроксимации. Метод показал хорошие результаты и при 
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решении задач экстраполяции, задач аппроксимации функций, значения которых заданы с погрешностью, при 
решении задач аппроксимации функций двух переменных. Отличительной чертой метода является то, что в ка-
честве функций активации используются дробно-рациональные функции дельтообразного поведения. Это функ-
ции, принимающие значения существенно отличные от нуля на некотором небольшом отрезке числовой оси. Это 
приводит к тому, что при определении весов нейронной сети решаются системы линейных уравнений, имеющих 
матрицы с диагональным преобладанием, то есть хорошо обусловленные. Это является одной из причин доста-
точно высокой степени точности результатов аппроксимации.

Заключение. Представленные результаты позволяют сделать вывод о том, что использование дробно-раци-
ональных функций в качестве функций активации при построении нейронных сетей для решения задач аппрок-
симации является достаточно эффективным методом. Стоит отметить перспективность применения подобных 
подходов для решения задач, связанных с цифровой обработкой сигналов.
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