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Аннотация
В настоящее время метод Галеркина с разрывными базисными функциями (РМГ) или Discontinuous Galerkin 
Method (DGM) получил широкое распространение для решения сложных разномасштабных задач математиче-
ской физики, имеющих важное прикладное значение. При его реализации важным является вопрос о выборе 
дискретной аппроксимации потоков для вязких членов уравнения Навье-Стокса. 
Для успешного применения РМГ на трехмерных неструктурированных сетках необходимо сосредоточить вни-
мание на построении лимитирующих функций, на выборе наилучших дискретных аппроксимаций диффузион-
ных потоков и на применении неявных и итерационных методов решения полученных дифференциально-раз-
ностных уравнений. 
Исследуются численные схемы первого порядка и схемы РМГ второго порядка с численными потоками Годунова, 
HLLC, Русанова-Лакса-Фридрихса и гибридными потоками. Для методов высокого порядка точности необходимо 
использовать схемы высокого порядка по времени. 
В работе используется схема Рунге-Кутты третьего порядка. При решении уравнения Навье-Стокса разрывным 
методом Галеркина уравнения записываются в виде системы уравнений первого порядка.
Ключевые слова: разрывный метод Галеркина, уравнения Навье-Стокса, гибридные потоки, схема Рунге-Кутты, 
шаблон схемы.
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Abstract
Currently, the Discontinuous Galerkin Method (DGM) is widely used to solve complex multi-scale problems of 
mathematical physics that have important applied significance. When implementing it, the question of choosing a discrete 
approximation of flows for viscous terms of the Navier-Stokes equation is important.
It is necessary to focus on the construction of limiting functions, on the selection of the best discrete approximations of 
diffusion flows, and on the use of implicit and iterative methods for solving the obtained differential-difference equations 
for the successful application of DGM on three-dimensional unstructured grids.
First-order numerical schemes and second-order DGM schemes with Godunov, HLLC, Rusanov-Lax-Friedrichs numerical 
flows and hybrid flows are investigated. For high-order precision methods, it is necessary to use high-order time schemes.
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The Runge-Kutta scheme of the third order is used in the work. The equations are written as a system of first-order 
equations, when solving the Navier-Stokes equation by the discontinuous Galerkin method.

Keywords: Discontinuous Galerkin Method (DGM), Navier-Stokes equations, hybrid flows, Runge-Kutta scheme, 
scheme template.
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Для получения качественного решения задач математической физики, имеющих  важное прикладное значе-
ние,  одним из основных требований является использование численных методов высокой точности. Это особен-
но актуально для решения сложных разномасштабных задач, в которых получить решение только измельчением 
сетки и методами первого порядка точности недостаточно. 

Несколько последних десятилетий особенно активно развивается метод Галеркина с разрывными базисными 
функциями (РМГ) или Discontinuous Galerkin Method (DGM), первое упоминание о котором можно найти в [1]. 
Данный метод относится к численным методам повышенного порядка аппроксимации решения, т. к. обеспе-
чивает заданный порядок точности, причем на неструктурированных сетках, может использоваться для сеток 
с произвольной формой ячеек, имеет компактный шаблон, состоящий из расчетной ячейки и одного слоя со-
седних ячеек. Существует два подхода для повышения точности получаемого решения. Один из них — измель-
чение сетки в областях существующих особенностей решения, второй подход — повышение порядка точности 
схемы. Применение разрывного метода Галеркина позволяет использовать сразу оба подхода: и повышение по-
рядка точности метода за счет повышения порядка используемых полиномов, и локальное измельчение сетки 
(так называемая hp-адаптация) [2, 3].

Одним из важных вопросов при реализации метода является выбор сетки, на которой ищется решение. Несо-
мненное преимущество РМГ — в возможности его применения на сетках произвольной структуры. В настоящее 
время разрывный метод Галеркина хорошо разработан как для структурированных [4], так и для неструктуриро-
ванных [5] сеток. Существуют удачные программные реализации DGM для решения трехмерных задач на неструк-
турированных сетках, содержащих элементы только одного типа (тетраэдральные [5–8] или гексаэдральные [9]), 
а также для сеток произвольной структуры [10].

Очевидным недостатком метода является его чрезвычайно высокая вычислительная стоимость, но это покры-
вается компактным шаблоном и созданием эффективных параллельных программных комплексов. DGM облада-
ет существенной вычислительной сложностью, поэтому встает вопрос о максимально эффективном использова-
нии всех возможностей вычислительной техники. В мировых исследовательских центрах, занимающихся этой 
проблемой, ведутся работы по распараллеливанию реализаций РМГ на супер ЭВМ [11–13]. В [6] при решении 
уравнений Навье-Стокса РМГ использован новый сеточно-операторный подход к программированию задач ма-
тематической физики, позволяющий компактно записывать и эффективно применять математические формулы, 
единообразно реализовывать подход на разных типах сеток и для различных вычислительных архитектур, в том 
числе и для графических ускорителей CUDA [14, 15].

Наряду с множеством преимуществ применения разрывного метода Галеркина существуют и некоторые 
сложности его реализации. Во-первых, для обеспечения монотонности решения, полученного данным методом, 
необходимо вводить ограничители наклона или лимитеры, в особенности в том случае, если решение содержит 
сильные разрывы. Наиболее широко используемым является лимитер Кокбурна [16]. Идея данного лимитера лег-
ко реализуется в многомерном случае на сетках произвольной структуры. Однако данный лимитер, как и все TVD 
лимитеры, снижает точность получаемого решения. В последнее время активно развиваются различные подходы 
к решению этой проблемы. Один из подходов к созданию лимитера повышенного порядка точности предложен 
в работах Криводоновой [17]. Но данный лимитер хорошо работает только на структурированных сетках. Другие 
подходы к созданию лимитеров повышенного порядка точности изложены в [18–25].

Также важным при реализации DGM является вопрос о выборе дискретной аппроксимации потоков для вяз-
ких членов уравнения Навье-Стокса. Существует несколько видов таких аппроксимаций, наиболее часто исполь-
зуемых в реальных расчетах [26, 27], которые были исследованы в [28]. Тем не менее, вопрос оптимального вы-
бора таких аппроксимаций остается открытым.

Как известно, при повышении порядка точности схемы возникает жесткое ограничение на шаг по времени. 
Первоначально при расчетах DGM интегрирование по времени проводилось явными многошаговыми схемами 
Рунге-Кутты высокого порядка [16, 29, 30]. Но наиболее эффективный подход заключается в использовании не-
явных методов интегрирования по времени с целью ослабления ограничения на шаг по времени [31–36].

В настоящий момент известны программные реализации РМГ неявным методом для моделирования несжима-
емых течений [37] и для решения уравнений Навье-Стокса [35].

Еще один момент, с которым пришлось столкнуться авторам при реализации РМГ на сетках с произволь-
ной формой ячеек,  — это необходимость осуществлять процедуру интегрирования [16] на ячейке произвольной 
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формы. Для этого делается преобразование исходной ячейки неправильной формы на референтную ячейку, для 
которой известно положение квадратурных точек [61].  При  построении такого преобразования для случая те-
траэдра, гексаэдра и треугольной призмы достаточно использовать полилинейное преобразование, которое пере-
водит вершины ячейки в вершины исходной ячейки. Однако для четырехугольной пирамиды данный подход не 
дает желаемого результата, поскольку при его использовании получаем криволинейные боковые грани и ребра 
пирамиды, что не позволит ее правильно стыковать с тетраэдральными ячейками. Ниже в данной работе постро-
ено преобразование, которое позволяет избежать этого недостатка. 

Для успешной реализации РМГ на трехмерных неструктурированных сетках необходимо сосредоточить вни-
мание на нескольких моментах:

– на построении лимитирующих функций;
– на выборе наилучших дискретных аппроксимаций диффузионных потоков;
– на применении неявных и итерационных методов решения полученных дифференциально-разностных 

уравнений.
Для получения точного численного решения задач математической физики важно использовать качествен-

ную расчетную сетку и надежный высокоточный численный метод, а также быть уверенным, что выбранный 
метод полностью соответствует решаемой задаче. Например, известно, что при использовании разностных схем 
Годуновского типа в некоторых задачах, содержащих ударные волны, возникает развитие неустойчивости типа 
«карбункул» [38, 39]. Условия появления данного вида неустойчивости — это высокие числа Рейнольдса и низ-
ко диссипативный численный поток. В работе [40] замечено, что при таких условиях могут возникать и другие 
типы неустойчивостей. Одной из установленных причин возникновения данного типа неустойчивости являются 
используемые численные потоки [41–48]. Наиболее подвержены возникновению этой неустойчивости потоки, 
обладающие низкой диссипацией, а использование высоко диссипативных потоков позволяют избежать возник-
новения «карбункул»-неустойчивости. По этой причине было предпринято несколько попыток разработки новых 
методов, подавляющих развитие неустойчивостей, обеспечивающих низкую диссипацию [49–52]. В работе [53] 
проведено исследование подверженности ударно-волновой неустойчивости конкретных численных потоков, ре-
ализованных в программном комплексе РАМЕГ3D [54]. Данный тип неустойчивости проверяется на тестовых 
задачах из перечня Керка [40] в постановках, приведенных в работе [55].

В настоящей работе исследуются численные схемы первого порядка и схемы РМГ второго порядка с чис-
ленными потоками Годунова [56], HLLC [57], Русанова-Лакса-Фридрихса [58, 59] и гибридными потоками [60], 
используемые в расчетах. Также приводятся основные формулы разработанного авторами гибридного потока.

1. Основные формулы разрывного метода Галеркина. Рассмотрим уравнения Навье-Стокса, записанные 
в виде системы уравнений первого порядка:
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где ρ — плотность вещества; u, v, w — компоненты скорости v, ε — удельная внутренняя энергии и                                     
 2 2 2

2
u v wE

 + +
= ρ ε + 

 
— полная энергия на единицу объема, p — давление вещества.

Систему уравнений (1) замыкает уравнение состояния, в данном случае уравнение состояния  идеального газа
 ( 1)p = γ − ρε  с показателем  адиабаты γ.

(2)

(3)

(1)
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Для каждой конкретной задачи система (1) дополняется подходящими начально-краевыми условиями. 
Покроем область Ω, на которой ищется решение разрывным методом Галеркина, сеткой Th. На каждом элемен-

те  Tj
 приближенное решение системы уравнений (1) будем искать в виде полиномов P(x) степени N с зависящими 

от времени коэффициентами [1]:
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где  1,0 3
3N −= +Сst  — размерность пространства полиномов, а )(xkφ — базисная функция.

Для методов высокого порядка точности необходимо использовать схемы высокого порядка по времени. 
В данной работе используется схема Рунге-Кутты третьего порядка [1].

При решении уравнения Навье-Стокса разрывным методом Галеркина уравнения записываются в виде си-
стемы уравнений первого порядка и решение происходит в два этапа. На первом этапе вычисляются компонен-
ты градиента температуры и тензора вязких напряжений. Их аппроксимация, как и аппроксимация решения, 
в пределах ячейки сетки при реализации модального подхода находится в виде полиномов степени р с зависящи-
ми от времени коэффициентами. На границе элемента потоковые значения величин определяются по некоторому 
правилу от значений внутри элемента и от значений в соседней к данному элементу ячейке.

На втором этапе определяются компоненты вектора консервативных переменных. При этом конвективные 
потоки могут быть рассчитаны при помощи различных вариантов точного или приближенного решения зада-
чи Римана. Диффузионные потоки на границе элемента также могут быть рассчитаны различными способами, 
подробный анализ которых проведен в [63]. Для вычисления интегралов используются квадратурные формулы 
нужного порядка. Данный двухэтапный подход позволяет вычислять градиенты с тем же порядком точности, что 
и консервативные переменные, сохраняя компактность шаблона схемы.

2. Построение гибридного потока. В работе [60] построен гибридный численный поток, основная идея кото-
рого была предложена в работе [52]. Данный поток представляет собой линейную комбинацию одного из потоков 
(HLLC либо потока Годунова) и устойчивого потока Русанова-Лакса-Фридрихса (RLF).

Направление скачка скорости определяет нормаль к ударной волне: когда граница ячейки совпадает с фронтом 
ударной волны, используется поток Годунова (FGodunov), а когда граница раздела перпендикулярна ударной волне, 
применяется поток Русанова-Лакса-Фридрихса (FRLF). Таким образом, увеличивается диссипация в направлении, 
совпадающим с ударной волной, и устраняется неустойчивость:
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где ε — малая константа, чтобы избежать деления на ноль (например, ε = 10–6); n — нормаль к границе ячейки, 
а Δu = (uL – uR, vL – vR, wL – wR) ― скачок вектора скорости через границу. Параметр θ вычисляется из нормали 
к границе ячейки и скачка скорости через поверхность границы ячейки.

Иной подход к построению гибридного потока заключается в добавлении диссипативного члена в областях, 
где это необходимо.

Для его построения перейдем в локальную систему координат с ортом (n, τ1, τ2), где n — вектор внешней 
нормали к поверхности через которую считается поток; τ1, τ2 ― любые единичные ортогональные друг другу  
векторы, лежащие на этой поверхности. Векторы U и F в этой системе координат (обозначенные индексом *) 
будут иметь вид:

 ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).,)(,,,,,,,,)(
,,,τ,,τ,,,

21
*

11
*

nupEunuunupununuUF
EuunuU

ττn

T

+ρρ+ρρ=

ρρρρ=

С целью получения нового потока, обладающего большей диссипацией, чем поток Годунова (HLLC), и мень-
шей диссипацией, чем поток RLF, выберем некоторую скорость W в исходной системе координат и перейдем в 
инерциальную систему отсчета, движущуюся с этой скоростью. 

Обозначим максимальную скорость Wmax, минимальную скорость — Wmin (с учетом знака) волн, выработав-
шихся при распаде произвольного разрыва в случае использования потока Годунова (или при использовании по-

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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тока HLLC). Заметим, что если W будет больше, чем Wmax, то значения газодинамических величин будут совпадать 
с U+ и после пересчета в исходную систему координат, этот поток будет равен, соответственно, для использова-
ния потока Годунова и потока HLLC:

 ( ) ++ −= **Godunov* UWUFF̂ ,

 ( ) ++ −= **HLLC* UWUFF̂ .
Соответственно, если –W будет меньше Wmin, то значения газодинамических величин будут совпадать с U‒, 

и после пересчета в исходную систему координат этот поток будет равен:
 ( ) −− += **Godunov*ˆ WUUFF ,
 ( ) −− += **HLLC*ˆ WUUFF .

Взяв полусумму этих потоков, получим поток RLF. Если W=0, то, соответственно, получаются потоки Году-
нова (или HLLC).

Таким образом, если 0 <W<W*
max, где  ( )minmax

*
max ,max WWW =  получаем новый поток, средний между потоком 

Годунова (HLLC) и потоком RLF и обладающего большей диссипацией, чем поток Годунова (HLLC) и меньшей 
диссипацией, чем поток RLF. Такого типа поток рассматривался в работе [62].

Используемый гибридный поток может быть получен следующим образом. Рассмотрим инерциальную си-
стему координат, движущуюся со скоростью W · n относительно исходной системы, и вычислим поток Годунова 
или HLLC, который затем пересчитаем в исходной системе координат (рис. 1). Полученное в результате значение 
обозначим через U*+ . Аналогичную процедуру  проведем со скоростью  ‒W · n и соответствующее значение обо-
значим U*‒. Взяв полусумму таких потоков, приходим к формулам:

 ( ) ( )
22

ˆ
***Godunov**Godunov* −+−+ +

−
+

=
UUWUFUFF ,

 ( ) ( )
22

ˆ
****** −+−+ +

−
+

=
UUWUFUFF

HLLCHLLC
,

 ( )cucuWWW −+=θ= ,max, ** ,
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где W* — максимум модулей собственных значений матрицы
 

*

* )(
U

UF
∂

∂
; θ — параметр [52].

W

Wmax

0 Mmin Mmax M
Рис. 1. Построенный гибридный поток, средний между потоком Годунова (HLLC) и потоком RLF

3. Численное интегрирование на произвольных ячейках. Рассмотрим преобразование произвольной четы-
рехугольной пирамиды Р с вершинами (xi, yi, zi) i = 1,5 в системе  координат 0XYZ  в правильную четырехугольную 
пирамиду Р с  вершинами (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (0,5;0,5;1) в системе координат  0αβγ (рис. 2). Основание 
пирамиды Р переведем в основание пирамиды Р* с помощью билинейного преобразования:

(9)

(10)

(11)

(12)

 

,
,
,
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αβ+β+α+=
αβ+β+α+=
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ccccz
bbbby
aaaax

(13)
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где коэффициенты  3,0,,, =icba iii  определяются в явном виде:
 .,,, 1234313212110 xxxxaxxaxxaxa +−−=−=−==

Рис. 2. Произвольная четырехугольная пирамида в пространстве

Построим произвольную пирамиду P′ с вершиной в точке 5 (рис. 3) и основанием с вершинами в точках  1′–4′, 
путем сжатия исходной пирамиды.

Рис. 3. Правильная четырехугольная пирамида

Координаты x′i можно определить как:
 ( )

( )
( )
( )



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где коэффициент сжатия γϵ[0,1].
Аналогичное преобразование сделаем в референтной пирамиде с тем же коэффициентом сжатия. Получив-

шееся основание сжатой пирамиды переведем в основание референтной пирамиды. Координаты этих точек 
в системе координат 0αβ равны:
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2
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Используя преобразование (13)–(15), можно записать координаты точек x′i:

Решая эту систему уравнений (16), можем выразить коэффициенты преобразования (13):

В итоге получаем преобразование для координаты x:

Аналогично получаем преобразование для координат y, z.
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