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Аннотация
Введение. Математическое моделирование гидродинамических процессов в мелководных водоёмах сложной гео-
метрии при наличии прибрежных инженерных систем требует комплексного подхода при разработке алгоритмов 
построения расчетных сеток и методов решения сеточных уравнений. Работа посвящена описанию алгоритмов, 
позволяющих уменьшить время решения СЛАУ за счёт использования алгоритма обработки наложения сегмен-
тов геометрии и организации параллельно-конвейерных вычислений. Целью работы является сравнение уско-
рения параллельных алгоритмов для методов Зейделя, Якоби, модифицированного попеременно-треугольного 
метода и метода решения сеточных уравнений с трехдиагональным предобуславливателем в зависимости от ко-
личества вычислительных узлов.
Материалы и методы. Численная реализация модифицированного попеременно-треугольного итерационного 
метода решения сеточных уравнений (МПТМ) высокой размерности основана на параллельных алгоритмах, по-
строенных на основе конвейерного вычислительного процесса. Произведена декомпозиция  расчётной области 
для организации процесса конвейерного вычисления. Введена графовая модель, позволяющая зафиксировать 
связи между соседними фрагментами расчетной сетки. Для описания сложной геометрии водоёма, включающей 
прибрежные сооружения, предложен алгоритм наложения сегментов геометрии.
Результаты исследования. В ходе исследований было установлено, что время расчета одного шага МПТМ на 
GPU зависит от количества потоков по оси Oz и обратно пропорционально количеству узлов расчетной сетки по 
данной оси. Поэтому рекомендуется декомпозировать расчетную область на параллелепипеды таким образом, 
чтобы их размер по оси Ox был наименьшим, а по Oz — наибольшим. Предложенный алгоритм объединения сег-
ментов геометрии позволил уменьшить время вычислений на величину от 14 до 27 %. 
Обсуждение и заключения. Разработан и численно реализован алгоритм решения системы сеточных уравнений 
большой размерности, возникающих при дискретизации задачи гидродинамики мелководного водоема методом 
МПТМ, адаптированный для гетерогенных вычислительных систем. Предложена графовая модель параллельно-
конвейерного вычислительного процесса. Соединение сегментов геометрии водного объекта позволило сокра-
тить количество вычислительных операций и увеличить скорость расчетов. Проведено сравнение эффективности 
параллельных алгоритмов для методов Зейделя, Якоби, модифицированного попеременно-треугольного метода 
и метода решения сеточных уравнений для задач гидродинамики в плоских областях в зависимости от количества 
вычислительных узлов.

Ключевые слова: математическое моделирование, геометрия расчетной области, параллельное программирова-
ние, графический ускоритель.
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Abstract
Introduction. Mathematical modeling of hydrodynamic processes in shallow reservoirs of complex geometry in the 
presence of coastal engineering systems requires an integrated approach in the development of algorithms for constructing 
computational grids and methods for solving grid equations. The work is devoted to the description of algorithms that 
allow to reduce the time for solving SLAE by using an algorithm for processing overlapping geometry segments and 
organizing parallel pipeline calculations. The aim of the work is to compare the acceleration of parallel algorithms for 
the methods of Seidel, Jacobi, modified alternately triangular method and the method of solving grid equations with 
tridiagonal preconditioner depending on the number of computational nodes.
Materials and Methods. The numerical implementation of the modified alternating-triangular iterative method for solving 
grid equations (MATM) of high dimension is based on parallel algorithms based on a conveyor computing process. The 
decomposition of the computational domain for the organization of the pipeline calculation process has been performed. 
A graph model is introduced that allows to fix the connections between neighboring fragments of the computational grid. 
To describe the complex geometry of a reservoir, including coastal structures, an algorithm for overlapping geometry 
segments is proposed.
Results. It was found that the efficiency of implementing one step of the MATM on the GPU depends only on the 
number of threads along the Oz axis, and the step execution time is inversely proportional to the number of nodes of 
the computational grid along the Oz axis. Therefore, it is recommended to decompose the computational domain into 
parallelepipeds in such a way that the size along the Oz axis is maximum, and the size along the Ox axis is minimal. Thanks 
to the algorithm for combining geometry segments, it was possible to speed up the calculation by 14–27 %.
Discussion and Conclusions. An algorithm has been developed and numerically implemented for solving a system of 
large-dimensional grid equations arising during the discretization of the shallow water bodies’ hydrodynamics problem 
by MATM, adapted for heterogeneous computing systems. The graph model of a parallel-pipeline computing process is 
proposed. The connection of water body’s geometry segments allowed to reduce the number of computational operations 
and increase the speed of calculations. The efficiency of parallel algorithms for the methods of Seidel, Jacobi, modified 
alternately triangular method and the method of solving grid equations for problems of hydrodynamics in flat areas, 
depending on the number of computational nodes, is compared.

Keywords: mathematical modeling, computational domain geometry, parallel programming, graphics accelerator.

Funding information. The study was supported by the Russian Science Foundation no. 21-71-20050. https://rscf.ru/
project/21-71-20050/

For citation. Litvinov VN,  Atayan AM, Gracheva NN, et al. Numerical realization of shallow water bodies’ hydrody-
namics grid equations using tridiagonal preconditioner in areas of complex shape. Computational Mathematics and 
Information Technologies. 2023;7(2):19–30. https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-19-30

Введение. Для предсказания состояния мелководных водоемов в экстренных ситуациях, вызванных деятель-
ностью человека или природными и климатическими катаклизмами, используется математическое моделирова-
ние. При этом необходимо учитывать такие особенности каждого конкретного водного объекта, как геометрия 
водоема и его прибрежной зоны, климатические условия и гидродинамические режимы. Такие задачи актуали-
зируют совершенствование методов решения систем сеточных уравнений высокой размерности в случае неса-
мосопряженного оператора. Из-за большого объема данных и сложности вычислений необходимо использовать 
многопроцессорные вычислительные системы и видеоадаптеры для увеличения скорости получения решения.

Моделирование многих гидрофизических и гидробиологических задач сводится к необходимости решения 
уравнения диффузии-конвекции-реакции с несамосопряжённым оператором. Обзор актуальных численных 
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методов решения выполнен в работе П. Вабищевича [1], где сформулирован ряд теорем, позволяющих опре-
делить численные параметры и границы применимости исследуемых методов решения сеточных уравнений. 
Активно развиваются итерационные методы решения таких задач. В работе Geiser, Hueso, Martinez [2] про-
анализированы различные типы методов расщепления, предложены модификации методов SLIS и SQIS, на 
основе которых построены эффективные адаптивные алгоритмы, позволяющие увеличить шаг по времени без 
снижения точности вычислений.

За последние несколько лет значительно увеличилось количество исследований, направленных на раз-
работку эффективных по скорости вычисления алгоритмов, предназначенных для решения систем сеточных 
уравнений высокой размерности. Российские и зарубежные учёные занимаются разработкой параллельных 
алгоритмов для гетерогенных вычислительных сред, изучают производительность кластерных вычислитель-
ных систем для различных методов дискретизации различных дифференциальных уравнений. Так, например, 
в работах [3, 4] Subbaian G. и Reddy Sathi произведён анализ производительности нескольких итерационных 
методов решения уравнения Навье-Стокса с ускорением вычислений на графическом процессоре (GPU) с по-
мощью технологии CUDA. Учёные Lakshmiranganatha S., Muknahallipatna S., Paliwal M., Chilla R., Prasanth N., 
Goundar S. и Raja S.P. сравнили производительность различных параллельных алгоритмов для нахождения 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений, зависящих от времени, на CPU и графическом процес-
соре (GPU) с использованием трёх технологий распараллеливания: OpenMP, OpenACC и CUDA. В результате 
исследования установлено, что технология CUDA является наиболее эффективным ускорителем для решения 
указанных уравнений [5, 6]. Российские и казахские учёные разработали параллельные алгоритмы для нахож-
дения решений систем линейных алгебраических уравнений. Алгоритмы были реализованы на многоядерных 
процессорах с использованием технологии OpenMP [7, 8]. Проверка эффективности параллельных алгоритмов 
для решения задачи одномерной теплопроводности для трёх методов конечно-разностной аппроксимации вы-
полнялась на центральном и графическом процессорах на языках программирования C(CPU) и CUDA C (GPU). 
Ускорение вычислений на GPU увеличивалось до 60 раз [9, 10]. В работе [11] рассматривается построение 
параллельных алгоритмов, основанных на функциональной декомпозиции метода встречных прогонок, для 
решения сеточных уравнений трехдиагонального вида. Д. Б. Волков-Богородский, Г. Б. Сушко и С. А. Харченко 
в работе [12] описывают гибридные параллельные алгоритмы аппроксимации решений нестационарно-
го уравнения теплопроводности с фазовыми переходами на основе аналитического метода блоков, а именно 
технологию MPI+threads.

В данном исследовании необходимо разработать параллельный вариант алгоритма, который сократит время 
решения СЛАУ за счёт использования алгоритма обработки наложения сегментов геометрии и распараллелива-
ния процесса вычислений.

Материалы и методы
1. Постановка задачи. Математическая модель гидродинамики мелководных водоемов включает [13]:
– уравнения движения Навье-Стокса:

– уравнение неразрывности в случае переменной плотности:

где  { }wvuV ,,=  — компоненты вектора скорости; Р — полное гидродинамическое давление; ρ — плотность 
водной среды; μ, v — горизонтальная и вертикальная составляющие коэффициента турбулентного обмена;
 ( )ksinjcos ⋅ϑ+⋅ϑ⋅Ω=Ω  — угловая скорость вращения Земли определяется выражением; ϑ — широта места;
g — ускорение свободного падения; fT, fs  — источники тепла и соли (находится на границе области).

Исходная модель гидродинамики (1–4) разбивается на несколько подзадач [14, 15]. Первая подзадача пред-
ставлена уравнением диффузии-конвекции-реакции, при помощи которого вычисляются компоненты поля векто-
ра скорости на промежуточном слое по времени:
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Для аппроксимации уравнения диффузии-конвекции-реакции (5) по времени использована схема 
Кранка-Николсона. Здесь ( ) ,1~ u uu σ−+σ=  [ ]1,0∈σ  — вес схемы. 

2. Методы решения сеточных уравнений. Модифицированный попеременно-треугольный итерацион-
ный метод. Введём трёхмерную равномерную расчетную сетку [14]:

 
где  τ — временной шаг; hx, hy, hz — размер шагов по координатным направлениям;  nt — количество временных 
слоев; T  — верхняя граница по временной координате;  n1, n2, n3 — количество узлов по пространственным коор-
динатам; lx, ly, lz — пространственные размеры расчетной области.

При построении дискретной модели получим систему сеточных уравнений. Каждое уравнение системы мо-
жет быть представлено в канонической форме, при этом будем использовать семиточечный шаблон:

где ( )kji zyxm ,,0  — центр шаблона;  ( ) ( ){ ,,,11 kji zyxmPM +=′   ( ),,,12 kji zyxm −   ( ),,, 13 kji zyxm +
  ( ),,, 14 kji zyxm −

 ( ),,, 15 +kji zyxm   ( )}16 ,, −kji zyxm  — окрестность центра;  )( 00 mcc ≡  — коэффициент центра шаблона;
 ),( 0i immcc ≡  — коэффициенты окрестности центра шаблона; F — вектор правых частей; u — рассчиты-
ваемый вектор.

Алгоритм МПТМ состоит из четырёх этапов:
1) расчет вектора невязки rm;
2) расчет вектора поправки wm;
3) расчет скалярных произведений на основе итерационных параметров 11, ++ ωτ mm ;
4) переход на новый итерационный слой.
Условием окончания итерационного процесса является достижение нормой вектора невязки rm заданной точ-

ности. При этом наиболее трудоемкая часть алгоритма — расчет wm, который сводится к решению СЛАУ с нижне-
треугольной и верхне-треугольной матрицами.

3. Метод решения сеточных уравнений c трехдиагональным предобуславливателем. В случае если шаги 
по одной из пространственных координат существенно меньше размеров шагов по другим (например, при реше-
нии задач тепломассопереноса в мелководных водоемах), размеры расчетной области по вертикальному направ-
лению могут быть на несколько порядков меньше горизонтальных размеров. Для решения задачи (1) на основе 
разностных схем с относительно небольшими трудозатратами на переход между временными слоями, по сравне-
нию с явной схемой (в 1,5–2 раза большими), с большими шагами по времени (около 30 раз больше) воспользу-
емся схемами расщепления на двумерную и одномерную задачи [16–17]:

здесь  ( ) ( ) ;1 2/112/1 +++σ+ σ−+σ= nnn cсc  σ — вес схемы [7].
Для численной реализации дискретной математической модели поставленной задачи вводится простран-

ственная сетка [18]:

Для аппроксимации однородного уравнения (2) будем использовать схемы расщепления по пространственным 
координатным направлениям:

Для решения реальных задач гидрофизики мелководных водоемов применены трехслойные разностные схе-
мы, построенные на основе линейной комбинации разностных схем «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициен-
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тами 2/3 и 1/3 соответственно. Для увеличения точности расчетов используется схема, учитывающая заполнен-
ность расчетных ячеек [19–21]:

– разностная схема для уравнения, описывающего перенос вдоль направления Ox:

где

– разностная схема для уравнения (4), описывающего перенос вдоль направления Oy:

где 
Здесь q0, q1, q2, q3, q4 — степени заполненности контрольных областей.
Для получения разностных схем, аппроксимирующих систему уравнений (4), при                и               из пред-

ставленных аппроксимаций, необходимо направить соответствующие координатные оси Ox и Oy в противополож-
ные стороны. Уравнение (3) решается методом прогонки.

Для решения нестационарных задач преимуществом обладает схема расщепления на двумерную и одномер-
ную задачи. При этом двумерная задача решается на основе явных схем, а одномерная аппроксимируется схемами 
с весами и решается методом прогонки. При решении стационарных задач используются схемы с весами. Ис-
пользование данного подхода позволяет свести исходную задачу к решению сеточных уравнений итерационными 
методами [22].

4. Алгоритм наложения сегментов геометрии. При составлении СЛАУ необходимо учитывать сложную гео-
метрию водоёма, формируемую комбинацией донной поверхности и прибрежных инженерных сооружений. Про-
граммно предложен и реализован подход, позволяющий моделировать геометрию исследуемого объекта как мно-
жество геометрических примитивов. Особенностью подхода является поддержка наложения примитивов друг на 
друга. В библиотеке классов, разработанной при программной реализации, все геометрические примитивы на-
следуются от абстрактного класса Geometry2DPrimitive (рис. 1), который содержит такие данные, как координаты
смещения _dS0, тип примитива _primitiveType и логическое свойство, характеризующее «вырез» (_isCavity).

Рис. 1. Геoмeтрия исследуемого объекта. Диаграмма классов
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Объектно-ориентированное моделирование сегмента геометрии выполняется при помощи типизированного 
класса GeometryPrimitiveSegment<T>, в котором тип T является классом, используемым для хранения данных 

о координатах начала и конца сегмента.
Обозначим координаты начала и конца соответственно первого и второго сегментов с11, с12 ,с21, с22.
Введём логические переменные: А = с11 < с21, В = с11 = = с21, С = с11 > с21, D = с12 < с22, E = с12 = = с22, F = с12 > с22,

G = с11 = = с22, H = с12 = = с21, I = с12 < с21, J = с11 > с22. K, L — типы первого и второго сегментов; M, N — запол-
ненность пространства под первым и вторым сегментами; V — флаг, означающий, что второй сегмент является 
«вырезом».

Все возможные комбинации наложения сегментов геометрии сведены в таблицу 1.
Учет различных комбинаций геометрических примитивов является основой исходного линейного алгоритма. 

Для повышения производительности введен ряд модификаций на основе условных конструкций:
1. Инициализация: с11, с12 ,с21, с22.
2. Вычисление: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, V.
3. Проверка условия корректности:                                      .
4. Определение типа наложения.
5. Дальнейшие действия выполняются для найденного типа наложения. Для примера описан вариант № 1 

(таблица 1). Для других типов действия те же.
6. Если первый сегмент не является граничным                    , то переход к шагу 12.
7. Если второй сегмент не является граничным                     , то переход к шагу 10.
8. Вычисление выражений                      ,                          ,                         ,                         ,                          ,                        ,   

                     ,                      и создание результирующих сегментов.  
9. Переход к шагу 17.
10. Вычисление                     ,               ,               ,               и создание результирующих сегментов.
11. Переход к шагу 17.
12. Если второй сегмент граничный ( ),false==L то переход к шагу 15, иначе переход к шагу 17.
13. Проверка условий ,VNM ∧∧  ,VNM ∧∧  ,VNM ∧∧  .VNM ∧∧
14. Создание и возврат результирующих сегментов.
15. Переход к шагу 17.
16. Вычисление ,VNM ∧∧  VNM ∧∧  и создание результирующих сегментов.
17. Конец.

Таблица 1
Варианты наложения сегментов геометрии

true≠∧∨∧ MKNL

( )true==K
( )true==L

VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧
VNM ∧∧

VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧

VNM ∧∧
VNM ∧∧

Вариант наложения Графическая интерпретация Логическое выражение

1 H

2 G

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12 I

13 J

EB ∧

FA ∧

DC ∧

FB ∧

DB ∧

EA ∧

EC ∧

FC ∧

IDA ∧∧
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Окончание таблицы 1

5. Параллельная реализация. Для численной реализации МПТМ, применимого к СЛАУ высокой размерно-
сти, разработан конвейерный параллельный алгоритм, позволяющий задействовать все доступные вычислитель-
ные ресурсы. При этом каждым вычислителем (ядром CPU или вычислительным блоком GPU) обрабатываются 
только закреплённые за ним фрагменты расчетной области.

Связи между фрагментами и организация процесса параллельно-конвейерных вычислений описаны графовой 
моделью (рис. 2), где узлы представляют собой фрагменты расчетной области. Вычислительный процесс органи-
зовывается в соответствии со значениями счетчика этапов вычислений .j iks +⋅=

Разработанная графовая модель используется в алгоритме решения СЛАУ с нижнетреугольной матрицей 
(рис. 3). Входными параметрами алгоритма являются коэффициенты сеточных уравнений с0, с2, с4, с6 и констан- 
та ω. Результатом — вектор скорости водного потока r. При запуске программной реализации алгоритма на языке 
CUDA C необходимо задать значения размерностей вычислительных блоков CUDA blockDim.z ,blockDim.x . Па-
раллельно-конвейерный процесс вычислений организован в виде цикла (строка 6).

Рис. 2. Графовая модель параллельно-конвейерного процесса вычислений
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Рис. 3. Алгоритм решения системы уравнений с нижнетреугольной матрицей

Для уменьшения количества считываний из глобальной видеопамяти введён двумерный массив cache, раз-
мещённый в разделяемой (shared) памяти GPU. В нём сохраняются промежуточные результаты вычислений на 
текущем слое по оси Oy, что ускоряет процесс вычислений на 30 %.

Результаты исследования. Вычислительный эксперимент по сравнению производительности базового и мо-
дифицированного алгоритмов проводился на вычислительной системе с процессором Intel Core i5 3.3 ГГц и опе-
ративной памятью DDR4 32 Гб (таблица 2). В модифицированном алгоритме зафиксировано снижение времени 
расчетов на величину до 27 %.

Таблица 2

Результаты сравнения производительности базового и модифицированного алгоритмов 
объединения сегментов геометрии

Количество 
объединений, ×106

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Базовый алгоритм, с 0,53 0,75 0,13 0,16 0,19 0,23 0,26 0,29 0,35 0,38
Модифицированный 

алгоритм, с
0,41 0,55 0,97 0,12 0,15 0,20 0,22 0,25 0,29 0,31

Проведен численный эксперимент по определению количества потоков GPU по осям Ox и  Oz расчетной сет-
ки (X, Z соответственно) при фиксированном значении узлов сетки по оси Oy, равным 10000, позволяющему 
уменьшить время расчёта одного шага МПТМ (TGPU) на GPU. Уровни варьирования факторов X и Z и результаты 
численного эксперимента показаны в таблице 3.

В ходе проведённого эксперимента установлено, что время расчёта одного шага МПТМ на GPU обратно про-
порционально количеству узлов расчетной сетки по оси Oz. Наименьшее значение целевой функции получено при    
X и Z, равных 16 и 64 соответственно.
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Таблица 3

Результаты эксперимента

№ п/п X Z TGPU, c
1. 16 64 0,064
2. 32 32 0,065
3. 64 16 0,081
4. 128 8 0,109
5. 256 4 0,100
6. 512 2 0,103

Таблица 4
Cравнение ускорения параллельных алгоритмов

P Якоби Зейдель МПТМ МРСУ 
с трехдиагональным 

предобуславливателем
Ускорение Эффектив-

ность
Ускорение Эффектив-

ность
Ускорение Эффектив-

ность
Ускорение Эффектив-

ность
1 1,00 100,00 1,00 100,00 1,00 100,00 1,00 100,00
2 1,95 97,50 1,95 97,50 1,94 97,00 1,84 92,00
3 2,96 98,67 2,92 97,33 2,82 94,00 2,97 99,00
4 3,98 99,50 3,75 93,75 3,82 95,50 3,32 83,00
8 7,36 92,00 7,02 87,75 7,31 91,38 8,03 100,38
16 13,29 83,06 12,92 80,75 12,78 79,88 15,80 98,75
24 16,93 70,54 16,49 68,71 17,03 70,96 19,53 81,38

В таблице 4 представлено сравнение ускорения параллельных алгоритмов для методов Зейделя, Якоби, моди-
фицированного попеременно-треугольного метода и метода решения сеточных уравнений с трехдиагональным 
предобуславливателем от количества вычислительных узлов. Расчеты производились на сетке, насчитывающей 
один миллион расчетных ячеек. Запуски проводились последовательно, начиная от запуска на одном вычисли-
тельном узле и заканчивая подключением всех доступных узлов.

Обсуждение и заключения. Предложены алгоритмы решения СЛАУ, получаемых при дискретизации задачи 
гидродинамики мелководного водоема, МПТМ с использованием технологии NVIDIA CUDA. Предложенные ме-
тод декомпозиции расчетной сетки и графовая модель позволяют эффективно организовать параллельно-конвей-
ерные вычисления на вычислительных системах различной конфигурации.

Проведены численные эксперименты по определению наилучшей двумерной конфигурации потоков в вычис-
лительном блоке, минимизирующей время одного шага МПТМ на GPU, –X = 16 и Z = 64.

Наибольшее ускорение показал метод решения сеточных уравнений для задач гидродинамики в плоских об-
ластях, который основывается на явно-неявной схеме. МПТМ, по сравнению с методами Якоби и Зейделя, для 
сходимости требует существенно меньшего числа итераций. При хорошей оптимизации параллельного алгорит-
ма МПТМ ускорение отличается не более чем на 10 % на числе вычислительных узлов до 24 по сравнению 
с ускорением параллельного алгоритма метода Якоби.

Разработанный программный инструментарий позволяет более эффективно задействовать вычислитель-
ные ресурсы GPU, используемой для решения вычислительно-трудоемких пространственно-трехмерных задач 
гидрофизики.

Объединение сегментов геометрии исследуемого объекта приводит к уменьшению количества вычислитель-
ных операций, что позволяет увеличить производительность вычислений.
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