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Разрывный метод Галеркина и его реализация в программном 
комплексе РАМЕГ3D
В.Ф. Тишкин     ✉, М.Е. Ладонкина
Институт прикладной математики им. М. В. Келдыша Российской академии наук, Российская Федерация, 
г. Москва, Миусская пл., 4

✉ v.f.tishkin@mail.ru
Аннотация
В настоящее время метод Галеркина с разрывными базисными функциями (РМГ) или Discontinuous Galerkin 
Method (DGM) получил широкое распространение для решения сложных разномасштабных задач математиче-
ской физики, имеющих важное прикладное значение. При его реализации важным является вопрос о выборе 
дискретной аппроксимации потоков для вязких членов уравнения Навье-Стокса. 
Для успешного применения РМГ на трехмерных неструктурированных сетках необходимо сосредоточить вни-
мание на построении лимитирующих функций, на выборе наилучших дискретных аппроксимаций диффузион-
ных потоков и на применении неявных и итерационных методов решения полученных дифференциально-раз-
ностных уравнений. 
Исследуются численные схемы первого порядка и схемы РМГ второго порядка с численными потоками Годунова, 
HLLC, Русанова-Лакса-Фридрихса и гибридными потоками. Для методов высокого порядка точности необходимо 
использовать схемы высокого порядка по времени. 
В работе используется схема Рунге-Кутты третьего порядка. При решении уравнения Навье-Стокса разрывным 
методом Галеркина уравнения записываются в виде системы уравнений первого порядка.
Ключевые слова: разрывный метод Галеркина, уравнения Навье-Стокса, гибридные потоки, схема Рунге-Кутты, 
шаблон схемы.
Для цитирования. Тишкин В.Ф., Ладонкина М.Е. Разрывный метод Галеркина и его реализация в про-
граммном комплексе РАМЕГ3D. Computational Mathematics and Information Technologies. 2023;7(2):7–18. 
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-7-18

Review article

The Discontinuous Galerkin Method and its Implementation in the RAMEG3D 
Software Package 
Vladimir F Tishkin     ✉, Marina E Ladonkina
Keldysh Institute of Applied Mathematics of the Russian Academy of Sciences, 4, Miusskaya Sq., Moscow, Russian Federation

✉ v.f.tishkin@mail.ru
Abstract
Currently, the Discontinuous Galerkin Method (DGM) is widely used to solve complex multi-scale problems of 
mathematical physics that have important applied significance. When implementing it, the question of choosing a discrete 
approximation of flows for viscous terms of the Navier-Stokes equation is important.
It is necessary to focus on the construction of limiting functions, on the selection of the best discrete approximations of 
diffusion flows, and on the use of implicit and iterative methods for solving the obtained differential-difference equations 
for the successful application of DGM on three-dimensional unstructured grids.
First-order numerical schemes and second-order DGM schemes with Godunov, HLLC, Rusanov-Lax-Friedrichs numerical 
flows and hybrid flows are investigated. For high-order precision methods, it is necessary to use high-order time schemes.

 В.Ф. Тишкин, М.Е. Ладонкина, 2023
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The Runge-Kutta scheme of the third order is used in the work. The equations are written as a system of first-order 
equations, when solving the Navier-Stokes equation by the discontinuous Galerkin method.

Keywords: Discontinuous Galerkin Method (DGM), Navier-Stokes equations, hybrid flows, Runge-Kutta scheme, 
scheme template.
For citation. Tishkin VF, Ladonkina ME. The discontinuous Galerkin method and its implementation in the RAMEG3D 
software package. Computational Mathematics and Information Technologies. 2023;7(2):7–18. https://doi.
org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-7-18

Для получения качественного решения задач математической физики, имеющих  важное прикладное значе-
ние,  одним из основных требований является использование численных методов высокой точности. Это особен-
но актуально для решения сложных разномасштабных задач, в которых получить решение только измельчением 
сетки и методами первого порядка точности недостаточно. 

Несколько последних десятилетий особенно активно развивается метод Галеркина с разрывными базисными 
функциями (РМГ) или Discontinuous Galerkin Method (DGM), первое упоминание о котором можно найти в [1]. 
Данный метод относится к численным методам повышенного порядка аппроксимации решения, т. к. обеспе-
чивает заданный порядок точности, причем на неструктурированных сетках, может использоваться для сеток 
с произвольной формой ячеек, имеет компактный шаблон, состоящий из расчетной ячейки и одного слоя со-
седних ячеек. Существует два подхода для повышения точности получаемого решения. Один из них — измель-
чение сетки в областях существующих особенностей решения, второй подход — повышение порядка точности 
схемы. Применение разрывного метода Галеркина позволяет использовать сразу оба подхода: и повышение по-
рядка точности метода за счет повышения порядка используемых полиномов, и локальное измельчение сетки 
(так называемая hp-адаптация) [2, 3].

Одним из важных вопросов при реализации метода является выбор сетки, на которой ищется решение. Несо-
мненное преимущество РМГ — в возможности его применения на сетках произвольной структуры. В настоящее 
время разрывный метод Галеркина хорошо разработан как для структурированных [4], так и для неструктуриро-
ванных [5] сеток. Существуют удачные программные реализации DGM для решения трехмерных задач на неструк-
турированных сетках, содержащих элементы только одного типа (тетраэдральные [5–8] или гексаэдральные [9]), 
а также для сеток произвольной структуры [10].

Очевидным недостатком метода является его чрезвычайно высокая вычислительная стоимость, но это покры-
вается компактным шаблоном и созданием эффективных параллельных программных комплексов. DGM облада-
ет существенной вычислительной сложностью, поэтому встает вопрос о максимально эффективном использова-
нии всех возможностей вычислительной техники. В мировых исследовательских центрах, занимающихся этой 
проблемой, ведутся работы по распараллеливанию реализаций РМГ на супер ЭВМ [11–13]. В [6] при решении 
уравнений Навье-Стокса РМГ использован новый сеточно-операторный подход к программированию задач ма-
тематической физики, позволяющий компактно записывать и эффективно применять математические формулы, 
единообразно реализовывать подход на разных типах сеток и для различных вычислительных архитектур, в том 
числе и для графических ускорителей CUDA [14, 15].

Наряду с множеством преимуществ применения разрывного метода Галеркина существуют и некоторые 
сложности его реализации. Во-первых, для обеспечения монотонности решения, полученного данным методом, 
необходимо вводить ограничители наклона или лимитеры, в особенности в том случае, если решение содержит 
сильные разрывы. Наиболее широко используемым является лимитер Кокбурна [16]. Идея данного лимитера лег-
ко реализуется в многомерном случае на сетках произвольной структуры. Однако данный лимитер, как и все TVD 
лимитеры, снижает точность получаемого решения. В последнее время активно развиваются различные подходы 
к решению этой проблемы. Один из подходов к созданию лимитера повышенного порядка точности предложен 
в работах Криводоновой [17]. Но данный лимитер хорошо работает только на структурированных сетках. Другие 
подходы к созданию лимитеров повышенного порядка точности изложены в [18–25].

Также важным при реализации DGM является вопрос о выборе дискретной аппроксимации потоков для вяз-
ких членов уравнения Навье-Стокса. Существует несколько видов таких аппроксимаций, наиболее часто исполь-
зуемых в реальных расчетах [26, 27], которые были исследованы в [28]. Тем не менее, вопрос оптимального вы-
бора таких аппроксимаций остается открытым.

Как известно, при повышении порядка точности схемы возникает жесткое ограничение на шаг по времени. 
Первоначально при расчетах DGM интегрирование по времени проводилось явными многошаговыми схемами 
Рунге-Кутты высокого порядка [16, 29, 30]. Но наиболее эффективный подход заключается в использовании не-
явных методов интегрирования по времени с целью ослабления ограничения на шаг по времени [31–36].

В настоящий момент известны программные реализации РМГ неявным методом для моделирования несжима-
емых течений [37] и для решения уравнений Навье-Стокса [35].

Еще один момент, с которым пришлось столкнуться авторам при реализации РМГ на сетках с произволь-
ной формой ячеек,  — это необходимость осуществлять процедуру интегрирования [16] на ячейке произвольной 

https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-7-18
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-7-18
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формы. Для этого делается преобразование исходной ячейки неправильной формы на референтную ячейку, для 
которой известно положение квадратурных точек [61].  При  построении такого преобразования для случая те-
траэдра, гексаэдра и треугольной призмы достаточно использовать полилинейное преобразование, которое пере-
водит вершины ячейки в вершины исходной ячейки. Однако для четырехугольной пирамиды данный подход не 
дает желаемого результата, поскольку при его использовании получаем криволинейные боковые грани и ребра 
пирамиды, что не позволит ее правильно стыковать с тетраэдральными ячейками. Ниже в данной работе постро-
ено преобразование, которое позволяет избежать этого недостатка. 

Для успешной реализации РМГ на трехмерных неструктурированных сетках необходимо сосредоточить вни-
мание на нескольких моментах:

– на построении лимитирующих функций;
– на выборе наилучших дискретных аппроксимаций диффузионных потоков;
– на применении неявных и итерационных методов решения полученных дифференциально-разностных 

уравнений.
Для получения точного численного решения задач математической физики важно использовать качествен-

ную расчетную сетку и надежный высокоточный численный метод, а также быть уверенным, что выбранный 
метод полностью соответствует решаемой задаче. Например, известно, что при использовании разностных схем 
Годуновского типа в некоторых задачах, содержащих ударные волны, возникает развитие неустойчивости типа 
«карбункул» [38, 39]. Условия появления данного вида неустойчивости — это высокие числа Рейнольдса и низ-
ко диссипативный численный поток. В работе [40] замечено, что при таких условиях могут возникать и другие 
типы неустойчивостей. Одной из установленных причин возникновения данного типа неустойчивости являются 
используемые численные потоки [41–48]. Наиболее подвержены возникновению этой неустойчивости потоки, 
обладающие низкой диссипацией, а использование высоко диссипативных потоков позволяют избежать возник-
новения «карбункул»-неустойчивости. По этой причине было предпринято несколько попыток разработки новых 
методов, подавляющих развитие неустойчивостей, обеспечивающих низкую диссипацию [49–52]. В работе [53] 
проведено исследование подверженности ударно-волновой неустойчивости конкретных численных потоков, ре-
ализованных в программном комплексе РАМЕГ3D [54]. Данный тип неустойчивости проверяется на тестовых 
задачах из перечня Керка [40] в постановках, приведенных в работе [55].

В настоящей работе исследуются численные схемы первого порядка и схемы РМГ второго порядка с чис-
ленными потоками Годунова [56], HLLC [57], Русанова-Лакса-Фридрихса [58, 59] и гибридными потоками [60], 
используемые в расчетах. Также приводятся основные формулы разработанного авторами гибридного потока.

1. Основные формулы разрывного метода Галеркина. Рассмотрим уравнения Навье-Стокса, записанные 
в виде системы уравнений первого порядка:
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где ρ — плотность вещества; u, v, w — компоненты скорости v, ε — удельная внутренняя энергии и                                     
 2 2 2

2
u v wE

 + +
= ρ ε + 

 
— полная энергия на единицу объема, p — давление вещества.

Систему уравнений (1) замыкает уравнение состояния, в данном случае уравнение состояния  идеального газа
 ( 1)p = γ − ρε  с показателем  адиабаты γ.

(2)

(3)

(1)
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Для каждой конкретной задачи система (1) дополняется подходящими начально-краевыми условиями. 
Покроем область Ω, на которой ищется решение разрывным методом Галеркина, сеткой Th. На каждом элемен-

те  Tj
 приближенное решение системы уравнений (1) будем искать в виде полиномов P(x) степени N с зависящими 

от времени коэффициентами [1]:
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где  1,0 3
3N −= +Сst  — размерность пространства полиномов, а )(xkφ — базисная функция.

Для методов высокого порядка точности необходимо использовать схемы высокого порядка по времени. 
В данной работе используется схема Рунге-Кутты третьего порядка [1].

При решении уравнения Навье-Стокса разрывным методом Галеркина уравнения записываются в виде си-
стемы уравнений первого порядка и решение происходит в два этапа. На первом этапе вычисляются компонен-
ты градиента температуры и тензора вязких напряжений. Их аппроксимация, как и аппроксимация решения, 
в пределах ячейки сетки при реализации модального подхода находится в виде полиномов степени р с зависящи-
ми от времени коэффициентами. На границе элемента потоковые значения величин определяются по некоторому 
правилу от значений внутри элемента и от значений в соседней к данному элементу ячейке.

На втором этапе определяются компоненты вектора консервативных переменных. При этом конвективные 
потоки могут быть рассчитаны при помощи различных вариантов точного или приближенного решения зада-
чи Римана. Диффузионные потоки на границе элемента также могут быть рассчитаны различными способами, 
подробный анализ которых проведен в [63]. Для вычисления интегралов используются квадратурные формулы 
нужного порядка. Данный двухэтапный подход позволяет вычислять градиенты с тем же порядком точности, что 
и консервативные переменные, сохраняя компактность шаблона схемы.

2. Построение гибридного потока. В работе [60] построен гибридный численный поток, основная идея кото-
рого была предложена в работе [52]. Данный поток представляет собой линейную комбинацию одного из потоков 
(HLLC либо потока Годунова) и устойчивого потока Русанова-Лакса-Фридрихса (RLF).

Направление скачка скорости определяет нормаль к ударной волне: когда граница ячейки совпадает с фронтом 
ударной волны, используется поток Годунова (FGodunov), а когда граница раздела перпендикулярна ударной волне, 
применяется поток Русанова-Лакса-Фридрихса (FRLF). Таким образом, увеличивается диссипация в направлении, 
совпадающим с ударной волной, и устраняется неустойчивость:

 RLFHLLC FFF )1(ˆ θ−+θ= ,
 ,)1(ˆ Godunov RLFFFF θ−+θ=
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где ε — малая константа, чтобы избежать деления на ноль (например, ε = 10–6); n — нормаль к границе ячейки, 
а Δu = (uL – uR, vL – vR, wL – wR) ― скачок вектора скорости через границу. Параметр θ вычисляется из нормали 
к границе ячейки и скачка скорости через поверхность границы ячейки.

Иной подход к построению гибридного потока заключается в добавлении диссипативного члена в областях, 
где это необходимо.

Для его построения перейдем в локальную систему координат с ортом (n, τ1, τ2), где n — вектор внешней 
нормали к поверхности через которую считается поток; τ1, τ2 ― любые единичные ортогональные друг другу  
векторы, лежащие на этой поверхности. Векторы U и F в этой системе координат (обозначенные индексом *) 
будут иметь вид:
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С целью получения нового потока, обладающего большей диссипацией, чем поток Годунова (HLLC), и мень-
шей диссипацией, чем поток RLF, выберем некоторую скорость W в исходной системе координат и перейдем в 
инерциальную систему отсчета, движущуюся с этой скоростью. 

Обозначим максимальную скорость Wmax, минимальную скорость — Wmin (с учетом знака) волн, выработав-
шихся при распаде произвольного разрыва в случае использования потока Годунова (или при использовании по-

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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тока HLLC). Заметим, что если W будет больше, чем Wmax, то значения газодинамических величин будут совпадать 
с U+ и после пересчета в исходную систему координат, этот поток будет равен, соответственно, для использова-
ния потока Годунова и потока HLLC:

 ( ) ++ −= **Godunov* UWUFF̂ ,

 ( ) ++ −= **HLLC* UWUFF̂ .
Соответственно, если –W будет меньше Wmin, то значения газодинамических величин будут совпадать с U‒, 

и после пересчета в исходную систему координат этот поток будет равен:
 ( ) −− += **Godunov*ˆ WUUFF ,
 ( ) −− += **HLLC*ˆ WUUFF .

Взяв полусумму этих потоков, получим поток RLF. Если W=0, то, соответственно, получаются потоки Году-
нова (или HLLC).

Таким образом, если 0 <W<W*
max, где  ( )minmax

*
max ,max WWW =  получаем новый поток, средний между потоком 

Годунова (HLLC) и потоком RLF и обладающего большей диссипацией, чем поток Годунова (HLLC) и меньшей 
диссипацией, чем поток RLF. Такого типа поток рассматривался в работе [62].

Используемый гибридный поток может быть получен следующим образом. Рассмотрим инерциальную си-
стему координат, движущуюся со скоростью W · n относительно исходной системы, и вычислим поток Годунова 
или HLLC, который затем пересчитаем в исходной системе координат (рис. 1). Полученное в результате значение 
обозначим через U*+ . Аналогичную процедуру  проведем со скоростью  ‒W · n и соответствующее значение обо-
значим U*‒. Взяв полусумму таких потоков, приходим к формулам:
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где W* — максимум модулей собственных значений матрицы
 

*

* )(
U

UF
∂

∂
; θ — параметр [52].

W
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0 Mmin Mmax M
Рис. 1. Построенный гибридный поток, средний между потоком Годунова (HLLC) и потоком RLF

3. Численное интегрирование на произвольных ячейках. Рассмотрим преобразование произвольной четы-
рехугольной пирамиды Р с вершинами (xi, yi, zi) i = 1,5 в системе  координат 0XYZ  в правильную четырехугольную 
пирамиду Р с  вершинами (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (0,5;0,5;1) в системе координат  0αβγ (рис. 2). Основание 
пирамиды Р переведем в основание пирамиды Р* с помощью билинейного преобразования:
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где коэффициенты  3,0,,, =icba iii  определяются в явном виде:
 .,,, 1234313212110 xxxxaxxaxxaxa +−−=−=−==

Рис. 2. Произвольная четырехугольная пирамида в пространстве

Построим произвольную пирамиду P′ с вершиной в точке 5 (рис. 3) и основанием с вершинами в точках  1′–4′, 
путем сжатия исходной пирамиды.

Рис. 3. Правильная четырехугольная пирамида

Координаты x′i можно определить как:
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где коэффициент сжатия γϵ[0,1].
Аналогичное преобразование сделаем в референтной пирамиде с тем же коэффициентом сжатия. Получив-

шееся основание сжатой пирамиды переведем в основание референтной пирамиды. Координаты этих точек 
в системе координат 0αβ равны:
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Используя преобразование (13)–(15), можно записать координаты точек x′i:

Решая эту систему уравнений (16), можем выразить коэффициенты преобразования (13):

В итоге получаем преобразование для координаты x:

Аналогично получаем преобразование для координат y, z.
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Аннотация
Введение. Математическое моделирование гидродинамических процессов в мелководных водоёмах сложной гео-
метрии при наличии прибрежных инженерных систем требует комплексного подхода при разработке алгоритмов 
построения расчетных сеток и методов решения сеточных уравнений. Работа посвящена описанию алгоритмов, 
позволяющих уменьшить время решения СЛАУ за счёт использования алгоритма обработки наложения сегмен-
тов геометрии и организации параллельно-конвейерных вычислений. Целью работы является сравнение уско-
рения параллельных алгоритмов для методов Зейделя, Якоби, модифицированного попеременно-треугольного 
метода и метода решения сеточных уравнений с трехдиагональным предобуславливателем в зависимости от ко-
личества вычислительных узлов.
Материалы и методы. Численная реализация модифицированного попеременно-треугольного итерационного 
метода решения сеточных уравнений (МПТМ) высокой размерности основана на параллельных алгоритмах, по-
строенных на основе конвейерного вычислительного процесса. Произведена декомпозиция  расчётной области 
для организации процесса конвейерного вычисления. Введена графовая модель, позволяющая зафиксировать 
связи между соседними фрагментами расчетной сетки. Для описания сложной геометрии водоёма, включающей 
прибрежные сооружения, предложен алгоритм наложения сегментов геометрии.
Результаты исследования. В ходе исследований было установлено, что время расчета одного шага МПТМ на 
GPU зависит от количества потоков по оси Oz и обратно пропорционально количеству узлов расчетной сетки по 
данной оси. Поэтому рекомендуется декомпозировать расчетную область на параллелепипеды таким образом, 
чтобы их размер по оси Ox был наименьшим, а по Oz — наибольшим. Предложенный алгоритм объединения сег-
ментов геометрии позволил уменьшить время вычислений на величину от 14 до 27 %. 
Обсуждение и заключения. Разработан и численно реализован алгоритм решения системы сеточных уравнений 
большой размерности, возникающих при дискретизации задачи гидродинамики мелководного водоема методом 
МПТМ, адаптированный для гетерогенных вычислительных систем. Предложена графовая модель параллельно-
конвейерного вычислительного процесса. Соединение сегментов геометрии водного объекта позволило сокра-
тить количество вычислительных операций и увеличить скорость расчетов. Проведено сравнение эффективности 
параллельных алгоритмов для методов Зейделя, Якоби, модифицированного попеременно-треугольного метода 
и метода решения сеточных уравнений для задач гидродинамики в плоских областях в зависимости от количества 
вычислительных узлов.

Ключевые слова: математическое моделирование, геометрия расчетной области, параллельное программирова-
ние, графический ускоритель.
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using Tridiagonal Preconditioner in Areas of Complex Shape
Vladimir N Litvinov1,2         ✉, Asya M Atayan1     , Natalya N Gracheva1,2     , Nelly B Rudenko1,2     , 
Natalya Yu Bogdanova1

1Don State Technical University, 1, Gagarina Sq., Rostov-on-Don, Russian Federation
2Azov-Black Sea Engineering Institute of Don State Agrarian University, 21, Lenina St., Zernograd, Russian Federation 
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Abstract
Introduction. Mathematical modeling of hydrodynamic processes in shallow reservoirs of complex geometry in the 
presence of coastal engineering systems requires an integrated approach in the development of algorithms for constructing 
computational grids and methods for solving grid equations. The work is devoted to the description of algorithms that 
allow to reduce the time for solving SLAE by using an algorithm for processing overlapping geometry segments and 
organizing parallel pipeline calculations. The aim of the work is to compare the acceleration of parallel algorithms for 
the methods of Seidel, Jacobi, modified alternately triangular method and the method of solving grid equations with 
tridiagonal preconditioner depending on the number of computational nodes.
Materials and Methods. The numerical implementation of the modified alternating-triangular iterative method for solving 
grid equations (MATM) of high dimension is based on parallel algorithms based on a conveyor computing process. The 
decomposition of the computational domain for the organization of the pipeline calculation process has been performed. 
A graph model is introduced that allows to fix the connections between neighboring fragments of the computational grid. 
To describe the complex geometry of a reservoir, including coastal structures, an algorithm for overlapping geometry 
segments is proposed.
Results. It was found that the efficiency of implementing one step of the MATM on the GPU depends only on the 
number of threads along the Oz axis, and the step execution time is inversely proportional to the number of nodes of 
the computational grid along the Oz axis. Therefore, it is recommended to decompose the computational domain into 
parallelepipeds in such a way that the size along the Oz axis is maximum, and the size along the Ox axis is minimal. Thanks 
to the algorithm for combining geometry segments, it was possible to speed up the calculation by 14–27 %.
Discussion and Conclusions. An algorithm has been developed and numerically implemented for solving a system of 
large-dimensional grid equations arising during the discretization of the shallow water bodies’ hydrodynamics problem 
by MATM, adapted for heterogeneous computing systems. The graph model of a parallel-pipeline computing process is 
proposed. The connection of water body’s geometry segments allowed to reduce the number of computational operations 
and increase the speed of calculations. The efficiency of parallel algorithms for the methods of Seidel, Jacobi, modified 
alternately triangular method and the method of solving grid equations for problems of hydrodynamics in flat areas, 
depending on the number of computational nodes, is compared.

Keywords: mathematical modeling, computational domain geometry, parallel programming, graphics accelerator.

Funding information. The study was supported by the Russian Science Foundation no. 21-71-20050. https://rscf.ru/
project/21-71-20050/

For citation. Litvinov VN,  Atayan AM, Gracheva NN, et al. Numerical realization of shallow water bodies’ hydrody-
namics grid equations using tridiagonal preconditioner in areas of complex shape. Computational Mathematics and 
Information Technologies. 2023;7(2):19–30. https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-19-30

Введение. Для предсказания состояния мелководных водоемов в экстренных ситуациях, вызванных деятель-
ностью человека или природными и климатическими катаклизмами, используется математическое моделирова-
ние. При этом необходимо учитывать такие особенности каждого конкретного водного объекта, как геометрия 
водоема и его прибрежной зоны, климатические условия и гидродинамические режимы. Такие задачи актуали-
зируют совершенствование методов решения систем сеточных уравнений высокой размерности в случае неса-
мосопряженного оператора. Из-за большого объема данных и сложности вычислений необходимо использовать 
многопроцессорные вычислительные системы и видеоадаптеры для увеличения скорости получения решения.

Моделирование многих гидрофизических и гидробиологических задач сводится к необходимости решения 
уравнения диффузии-конвекции-реакции с несамосопряжённым оператором. Обзор актуальных численных 
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методов решения выполнен в работе П. Вабищевича [1], где сформулирован ряд теорем, позволяющих опре-
делить численные параметры и границы применимости исследуемых методов решения сеточных уравнений. 
Активно развиваются итерационные методы решения таких задач. В работе Geiser, Hueso, Martinez [2] про-
анализированы различные типы методов расщепления, предложены модификации методов SLIS и SQIS, на 
основе которых построены эффективные адаптивные алгоритмы, позволяющие увеличить шаг по времени без 
снижения точности вычислений.

За последние несколько лет значительно увеличилось количество исследований, направленных на раз-
работку эффективных по скорости вычисления алгоритмов, предназначенных для решения систем сеточных 
уравнений высокой размерности. Российские и зарубежные учёные занимаются разработкой параллельных 
алгоритмов для гетерогенных вычислительных сред, изучают производительность кластерных вычислитель-
ных систем для различных методов дискретизации различных дифференциальных уравнений. Так, например, 
в работах [3, 4] Subbaian G. и Reddy Sathi произведён анализ производительности нескольких итерационных 
методов решения уравнения Навье-Стокса с ускорением вычислений на графическом процессоре (GPU) с по-
мощью технологии CUDA. Учёные Lakshmiranganatha S., Muknahallipatna S., Paliwal M., Chilla R., Prasanth N., 
Goundar S. и Raja S.P. сравнили производительность различных параллельных алгоритмов для нахождения 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений, зависящих от времени, на CPU и графическом процес-
соре (GPU) с использованием трёх технологий распараллеливания: OpenMP, OpenACC и CUDA. В результате 
исследования установлено, что технология CUDA является наиболее эффективным ускорителем для решения 
указанных уравнений [5, 6]. Российские и казахские учёные разработали параллельные алгоритмы для нахож-
дения решений систем линейных алгебраических уравнений. Алгоритмы были реализованы на многоядерных 
процессорах с использованием технологии OpenMP [7, 8]. Проверка эффективности параллельных алгоритмов 
для решения задачи одномерной теплопроводности для трёх методов конечно-разностной аппроксимации вы-
полнялась на центральном и графическом процессорах на языках программирования C(CPU) и CUDA C (GPU). 
Ускорение вычислений на GPU увеличивалось до 60 раз [9, 10]. В работе [11] рассматривается построение 
параллельных алгоритмов, основанных на функциональной декомпозиции метода встречных прогонок, для 
решения сеточных уравнений трехдиагонального вида. Д. Б. Волков-Богородский, Г. Б. Сушко и С. А. Харченко 
в работе [12] описывают гибридные параллельные алгоритмы аппроксимации решений нестационарно-
го уравнения теплопроводности с фазовыми переходами на основе аналитического метода блоков, а именно 
технологию MPI+threads.

В данном исследовании необходимо разработать параллельный вариант алгоритма, который сократит время 
решения СЛАУ за счёт использования алгоритма обработки наложения сегментов геометрии и распараллелива-
ния процесса вычислений.

Материалы и методы
1. Постановка задачи. Математическая модель гидродинамики мелководных водоемов включает [13]:
– уравнения движения Навье-Стокса:

– уравнение неразрывности в случае переменной плотности:

где  { }wvuV ,,=  — компоненты вектора скорости; Р — полное гидродинамическое давление; ρ — плотность 
водной среды; μ, v — горизонтальная и вертикальная составляющие коэффициента турбулентного обмена;
 ( )ksinjcos ⋅ϑ+⋅ϑ⋅Ω=Ω  — угловая скорость вращения Земли определяется выражением; ϑ — широта места;
g — ускорение свободного падения; fT, fs  — источники тепла и соли (находится на границе области).

Исходная модель гидродинамики (1–4) разбивается на несколько подзадач [14, 15]. Первая подзадача пред-
ставлена уравнением диффузии-конвекции-реакции, при помощи которого вычисляются компоненты поля векто-
ра скорости на промежуточном слое по времени:
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Для аппроксимации уравнения диффузии-конвекции-реакции (5) по времени использована схема 
Кранка-Николсона. Здесь ( ) ,1~ u uu σ−+σ=  [ ]1,0∈σ  — вес схемы. 

2. Методы решения сеточных уравнений. Модифицированный попеременно-треугольный итерацион-
ный метод. Введём трёхмерную равномерную расчетную сетку [14]:

 
где  τ — временной шаг; hx, hy, hz — размер шагов по координатным направлениям;  nt — количество временных 
слоев; T  — верхняя граница по временной координате;  n1, n2, n3 — количество узлов по пространственным коор-
динатам; lx, ly, lz — пространственные размеры расчетной области.

При построении дискретной модели получим систему сеточных уравнений. Каждое уравнение системы мо-
жет быть представлено в канонической форме, при этом будем использовать семиточечный шаблон:

где ( )kji zyxm ,,0  — центр шаблона;  ( ) ( ){ ,,,11 kji zyxmPM +=′   ( ),,,12 kji zyxm −   ( ),,, 13 kji zyxm +
  ( ),,, 14 kji zyxm −

 ( ),,, 15 +kji zyxm   ( )}16 ,, −kji zyxm  — окрестность центра;  )( 00 mcc ≡  — коэффициент центра шаблона;
 ),( 0i immcc ≡  — коэффициенты окрестности центра шаблона; F — вектор правых частей; u — рассчиты-
ваемый вектор.

Алгоритм МПТМ состоит из четырёх этапов:
1) расчет вектора невязки rm;
2) расчет вектора поправки wm;
3) расчет скалярных произведений на основе итерационных параметров 11, ++ ωτ mm ;
4) переход на новый итерационный слой.
Условием окончания итерационного процесса является достижение нормой вектора невязки rm заданной точ-

ности. При этом наиболее трудоемкая часть алгоритма — расчет wm, который сводится к решению СЛАУ с нижне-
треугольной и верхне-треугольной матрицами.

3. Метод решения сеточных уравнений c трехдиагональным предобуславливателем. В случае если шаги 
по одной из пространственных координат существенно меньше размеров шагов по другим (например, при реше-
нии задач тепломассопереноса в мелководных водоемах), размеры расчетной области по вертикальному направ-
лению могут быть на несколько порядков меньше горизонтальных размеров. Для решения задачи (1) на основе 
разностных схем с относительно небольшими трудозатратами на переход между временными слоями, по сравне-
нию с явной схемой (в 1,5–2 раза большими), с большими шагами по времени (около 30 раз больше) воспользу-
емся схемами расщепления на двумерную и одномерную задачи [16–17]:

здесь  ( ) ( ) ;1 2/112/1 +++σ+ σ−+σ= nnn cсc  σ — вес схемы [7].
Для численной реализации дискретной математической модели поставленной задачи вводится простран-

ственная сетка [18]:

Для аппроксимации однородного уравнения (2) будем использовать схемы расщепления по пространственным 
координатным направлениям:

Для решения реальных задач гидрофизики мелководных водоемов применены трехслойные разностные схе-
мы, построенные на основе линейной комбинации разностных схем «кабаре» и «крест» с весовыми коэффициен-
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тами 2/3 и 1/3 соответственно. Для увеличения точности расчетов используется схема, учитывающая заполнен-
ность расчетных ячеек [19–21]:

– разностная схема для уравнения, описывающего перенос вдоль направления Ox:

где

– разностная схема для уравнения (4), описывающего перенос вдоль направления Oy:

где 
Здесь q0, q1, q2, q3, q4 — степени заполненности контрольных областей.
Для получения разностных схем, аппроксимирующих систему уравнений (4), при                и               из пред-

ставленных аппроксимаций, необходимо направить соответствующие координатные оси Ox и Oy в противополож-
ные стороны. Уравнение (3) решается методом прогонки.

Для решения нестационарных задач преимуществом обладает схема расщепления на двумерную и одномер-
ную задачи. При этом двумерная задача решается на основе явных схем, а одномерная аппроксимируется схемами 
с весами и решается методом прогонки. При решении стационарных задач используются схемы с весами. Ис-
пользование данного подхода позволяет свести исходную задачу к решению сеточных уравнений итерационными 
методами [22].

4. Алгоритм наложения сегментов геометрии. При составлении СЛАУ необходимо учитывать сложную гео-
метрию водоёма, формируемую комбинацией донной поверхности и прибрежных инженерных сооружений. Про-
граммно предложен и реализован подход, позволяющий моделировать геометрию исследуемого объекта как мно-
жество геометрических примитивов. Особенностью подхода является поддержка наложения примитивов друг на 
друга. В библиотеке классов, разработанной при программной реализации, все геометрические примитивы на-
следуются от абстрактного класса Geometry2DPrimitive (рис. 1), который содержит такие данные, как координаты
смещения _dS0, тип примитива _primitiveType и логическое свойство, характеризующее «вырез» (_isCavity).

Рис. 1. Геoмeтрия исследуемого объекта. Диаграмма классов
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Объектно-ориентированное моделирование сегмента геометрии выполняется при помощи типизированного 
класса GeometryPrimitiveSegment<T>, в котором тип T является классом, используемым для хранения данных 

о координатах начала и конца сегмента.
Обозначим координаты начала и конца соответственно первого и второго сегментов с11, с12 ,с21, с22.
Введём логические переменные: А = с11 < с21, В = с11 = = с21, С = с11 > с21, D = с12 < с22, E = с12 = = с22, F = с12 > с22,

G = с11 = = с22, H = с12 = = с21, I = с12 < с21, J = с11 > с22. K, L — типы первого и второго сегментов; M, N — запол-
ненность пространства под первым и вторым сегментами; V — флаг, означающий, что второй сегмент является 
«вырезом».

Все возможные комбинации наложения сегментов геометрии сведены в таблицу 1.
Учет различных комбинаций геометрических примитивов является основой исходного линейного алгоритма. 

Для повышения производительности введен ряд модификаций на основе условных конструкций:
1. Инициализация: с11, с12 ,с21, с22.
2. Вычисление: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, V.
3. Проверка условия корректности:                                      .
4. Определение типа наложения.
5. Дальнейшие действия выполняются для найденного типа наложения. Для примера описан вариант № 1 

(таблица 1). Для других типов действия те же.
6. Если первый сегмент не является граничным                    , то переход к шагу 12.
7. Если второй сегмент не является граничным                     , то переход к шагу 10.
8. Вычисление выражений                      ,                          ,                         ,                         ,                          ,                        ,   

                     ,                      и создание результирующих сегментов.  
9. Переход к шагу 17.
10. Вычисление                     ,               ,               ,               и создание результирующих сегментов.
11. Переход к шагу 17.
12. Если второй сегмент граничный ( ),false==L то переход к шагу 15, иначе переход к шагу 17.
13. Проверка условий ,VNM ∧∧  ,VNM ∧∧  ,VNM ∧∧  .VNM ∧∧
14. Создание и возврат результирующих сегментов.
15. Переход к шагу 17.
16. Вычисление ,VNM ∧∧  VNM ∧∧  и создание результирующих сегментов.
17. Конец.

Таблица 1
Варианты наложения сегментов геометрии

true≠∧∨∧ MKNL

( )true==K
( )true==L

VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧
VNM ∧∧

VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧ VNM ∧∧

VNM ∧∧
VNM ∧∧

Вариант наложения Графическая интерпретация Логическое выражение

1 H

2 G

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12 I

13 J

EB ∧

FA ∧

DC ∧

FB ∧

DB ∧

EA ∧

EC ∧

FC ∧

IDA ∧∧
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Окончание таблицы 1

5. Параллельная реализация. Для численной реализации МПТМ, применимого к СЛАУ высокой размерно-
сти, разработан конвейерный параллельный алгоритм, позволяющий задействовать все доступные вычислитель-
ные ресурсы. При этом каждым вычислителем (ядром CPU или вычислительным блоком GPU) обрабатываются 
только закреплённые за ним фрагменты расчетной области.

Связи между фрагментами и организация процесса параллельно-конвейерных вычислений описаны графовой 
моделью (рис. 2), где узлы представляют собой фрагменты расчетной области. Вычислительный процесс органи-
зовывается в соответствии со значениями счетчика этапов вычислений .j iks +⋅=

Разработанная графовая модель используется в алгоритме решения СЛАУ с нижнетреугольной матрицей 
(рис. 3). Входными параметрами алгоритма являются коэффициенты сеточных уравнений с0, с2, с4, с6 и констан- 
та ω. Результатом — вектор скорости водного потока r. При запуске программной реализации алгоритма на языке 
CUDA C необходимо задать значения размерностей вычислительных блоков CUDA blockDim.z ,blockDim.x . Па-
раллельно-конвейерный процесс вычислений организован в виде цикла (строка 6).

Рис. 2. Графовая модель параллельно-конвейерного процесса вычислений
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Рис. 3. Алгоритм решения системы уравнений с нижнетреугольной матрицей

Для уменьшения количества считываний из глобальной видеопамяти введён двумерный массив cache, раз-
мещённый в разделяемой (shared) памяти GPU. В нём сохраняются промежуточные результаты вычислений на 
текущем слое по оси Oy, что ускоряет процесс вычислений на 30 %.

Результаты исследования. Вычислительный эксперимент по сравнению производительности базового и мо-
дифицированного алгоритмов проводился на вычислительной системе с процессором Intel Core i5 3.3 ГГц и опе-
ративной памятью DDR4 32 Гб (таблица 2). В модифицированном алгоритме зафиксировано снижение времени 
расчетов на величину до 27 %.

Таблица 2

Результаты сравнения производительности базового и модифицированного алгоритмов 
объединения сегментов геометрии

Количество 
объединений, ×106

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Базовый алгоритм, с 0,53 0,75 0,13 0,16 0,19 0,23 0,26 0,29 0,35 0,38
Модифицированный 

алгоритм, с
0,41 0,55 0,97 0,12 0,15 0,20 0,22 0,25 0,29 0,31

Проведен численный эксперимент по определению количества потоков GPU по осям Ox и  Oz расчетной сет-
ки (X, Z соответственно) при фиксированном значении узлов сетки по оси Oy, равным 10000, позволяющему 
уменьшить время расчёта одного шага МПТМ (TGPU) на GPU. Уровни варьирования факторов X и Z и результаты 
численного эксперимента показаны в таблице 3.

В ходе проведённого эксперимента установлено, что время расчёта одного шага МПТМ на GPU обратно про-
порционально количеству узлов расчетной сетки по оси Oz. Наименьшее значение целевой функции получено при    
X и Z, равных 16 и 64 соответственно.
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Таблица 3

Результаты эксперимента

№ п/п X Z TGPU, c
1. 16 64 0,064
2. 32 32 0,065
3. 64 16 0,081
4. 128 8 0,109
5. 256 4 0,100
6. 512 2 0,103

Таблица 4
Cравнение ускорения параллельных алгоритмов

P Якоби Зейдель МПТМ МРСУ 
с трехдиагональным 

предобуславливателем
Ускорение Эффектив-

ность
Ускорение Эффектив-

ность
Ускорение Эффектив-

ность
Ускорение Эффектив-

ность
1 1,00 100,00 1,00 100,00 1,00 100,00 1,00 100,00
2 1,95 97,50 1,95 97,50 1,94 97,00 1,84 92,00
3 2,96 98,67 2,92 97,33 2,82 94,00 2,97 99,00
4 3,98 99,50 3,75 93,75 3,82 95,50 3,32 83,00
8 7,36 92,00 7,02 87,75 7,31 91,38 8,03 100,38
16 13,29 83,06 12,92 80,75 12,78 79,88 15,80 98,75
24 16,93 70,54 16,49 68,71 17,03 70,96 19,53 81,38

В таблице 4 представлено сравнение ускорения параллельных алгоритмов для методов Зейделя, Якоби, моди-
фицированного попеременно-треугольного метода и метода решения сеточных уравнений с трехдиагональным 
предобуславливателем от количества вычислительных узлов. Расчеты производились на сетке, насчитывающей 
один миллион расчетных ячеек. Запуски проводились последовательно, начиная от запуска на одном вычисли-
тельном узле и заканчивая подключением всех доступных узлов.

Обсуждение и заключения. Предложены алгоритмы решения СЛАУ, получаемых при дискретизации задачи 
гидродинамики мелководного водоема, МПТМ с использованием технологии NVIDIA CUDA. Предложенные ме-
тод декомпозиции расчетной сетки и графовая модель позволяют эффективно организовать параллельно-конвей-
ерные вычисления на вычислительных системах различной конфигурации.

Проведены численные эксперименты по определению наилучшей двумерной конфигурации потоков в вычис-
лительном блоке, минимизирующей время одного шага МПТМ на GPU, –X = 16 и Z = 64.

Наибольшее ускорение показал метод решения сеточных уравнений для задач гидродинамики в плоских об-
ластях, который основывается на явно-неявной схеме. МПТМ, по сравнению с методами Якоби и Зейделя, для 
сходимости требует существенно меньшего числа итераций. При хорошей оптимизации параллельного алгорит-
ма МПТМ ускорение отличается не более чем на 10 % на числе вычислительных узлов до 24 по сравнению 
с ускорением параллельного алгоритма метода Якоби.

Разработанный программный инструментарий позволяет более эффективно задействовать вычислитель-
ные ресурсы GPU, используемой для решения вычислительно-трудоемких пространственно-трехмерных задач 
гидрофизики.

Объединение сегментов геометрии исследуемого объекта приводит к уменьшению количества вычислитель-
ных операций, что позволяет увеличить производительность вычислений.
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Аннотация
Введение. Повышение точности при аппроксимация дробных интегралов, как известно, является одной из акту-
альных задач вычислительной математики. Цель настоящего исследования — создание и применение разност-
ного аналога второго порядка для аппроксимации дробного интеграла Римана-Лиувилля. Его применение ис-
следуется при решении некоторых классов дифференциальных уравнений дробного порядка. Разностный аналог 
предназначен для аппроксимации дробного интеграла с высокой точностью.
Материалы и методы. В работе рассматривается разностный аналог второго порядка для аппроксимации дроб-
ного интеграла Римана-Лиувилля, а также класс дифференциальных уравнений дробного порядка, который со-
держит дробную производную Капуто по времени порядка, принадлежащего интервалу (1, 2).
Результаты исследования. Для решения вышеупомянутых уравнений преобразованы исходные дифференци-
альные уравнения дробного порядка в новую модель, которая включает дробный интеграл Римана-Лиувилля. Это 
преобразование позволяет эффективно решать задачи с использованием соответствующих численных методов. 
Затем предложенный разностный аналог второго порядка аппроксимации применяется для решения преобразо-
ванной модельной задачи. 
Обсуждение и заключения. Доказана устойчивость предложенной разностной схемы. Получена априорная оцен-
ка для рассматриваемой задачи, которая устанавливает единственность и непрерывную зависимость решения от 
входных данных. Для оценки точности схемы и проверки экспериментального порядка сходимости проведены 
расчеты для тестовой задачи.
Ключевые слова: дифференциальное уравнение дробного порядка, производная Капуто, интеграл Римана-Лиу-
вилля, разностная схема.
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Abstract
Introduction. Increasing accuracy in the approximation of fractional integrals, as is known, is one of the urgent 
tasks of computational mathematics. The purpose of this study is to create and apply a second-order difference 
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analog to approximate the fractional Riemann-Liouville integral. Its application is investigated in solving some 
classes of fractional differential equations. The difference analog is designed to approximate the fractional integral 
with high accuracy.
Materials and Methods. The paper considers a second-order difference analogue for approximating the fractional 
Riemann-Liouville integral, as well as a class of fractional differential equations, which contains a fractional Caputo 
derivative in time of the order belonging to the interval (1, 2).
Results. To solve the above equations, the original fractional differential equations have been transformed into a new 
model that includes the Riemann-Liouville fractional integral. This transformation makes it possible to solve problems 
efficiently using appropriate numerical methods. Then the proposed difference analogue of the second order approximation 
is applied to solve the transformed model problem.
Discussion and Conclusions. The stability of the proposed difference scheme is proved. An a priori estimate is obtained 
for the problem under consideration, which establishes the uniqueness and continuous dependence of the solution on the 
input data. To evaluate the accuracy of the scheme and verify the experimental order of convergence, calculations for the 
test problem were carried out.

Keywords: Fractional differential equation, Caputo derivative, Riemann-Liouville integral, Difference scheme.
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Введение. Дробное исчисление (ДИ) — это раздел математики, который исследует и применяет производные 
и интегралы действительного и комплексного порядка. Хотя концепция возникла столетия назад, значительный 
интерес она вызвала только в конце 1960-х годов. Инженеры осознали ее потенциал для точного моделирова-
ния систем реального мира по сравнению с обычным исчислением целочисленного порядка [1]. Задержка с его 
принятием может быть объяснена различными факторами: отсутствие четкой интерпретации дробных произ-
водных, воспринимаемая адекватность целочисленного исчисления и присущая ДИ сложность [2]. В настоя-
щее время ДИ стало областью, находящей широкое применение в различных сферах, включая инженерное дело 
и математику. Обширная литература подчеркивает активное использование ДИ во многих предметных областях: 
системы управления, акустика, медицинские и биологические науки, оптика, волны, финансы, экономика, обра-
ботка сигналов и многое другое [3, 4].

Математические модели, основанные на дифференциальных уравнениях с производными целого порядка, 
оказались полезными при изучении динамики реальных систем. Однако эти модели имеют ограничения в захва-
те долговременной памяти или долговременных пространственных взаимодействий, которые присущи многим 
явлениям реального мира. Такое ограничение возникает из-за отсутствия этих признаков в производных цело-
численного порядка [5]. Напротив, дробно-дифференциальные уравнения (ДДУ) дают значительное преимуще-
ство, поскольку они демонстрируют нелокальное поведение. Это подразумевает, что дробное исчисление служит 
мощным инструментом для учета памяти и эволюционных свойств, проявляемых широким спектром физических 
явлений и сложных систем [6, 7]. Следовательно, математические модели, основанные на ДДУ, более реалистич-
ны и практичны по сравнению с классическими моделями целочисленного порядка [8].

Необходимость точного моделирования и понимания различных явлений и процессов в сочетании с эффектив-
ностью моделей ДДУ в захвате долговременной памяти и нелокальных взаимодействий подтолкнула к поиску эф-
фективных численных или аналитических методов решения. Исследователи стремятся разработать инновацион-
ные методы, которые могут справиться со сложностями и вызовами, связанными с ДДУ, позволяя глубже понять 
исследуемые системы. Но получение аналитических решений для ДДУ, как правило, является сложной задачей, 
и точные решения часто включают представления бесконечных рядов, такие как функция Миттага-Леффлера, 
H-функция Фокса или функция гиперболической геометрии, которые могут создавать трудности при вычислении [9]. 
Следовательно, растет интерес к разработке эффективных в вычислительном отношении численных алгоритмов 
для решения ДДУ. Они включают в себя множество высокопроизводительных вычислительных методов: 

– методы конечных разностей; 
– методы предиктора-корректора; 
– методы конечных элементов; 
– спектральные методы; 
– методы граничных частиц; 
– неявные бессеточные методы; 
– методы Галеркина; 
– методы конечных объемов; 
– методы локальных радиальных базисных функций [10].
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В последние несколько лет значительное внимание уделялось разработке численных методов решения од-
номерных временных ДДУ. Были опубликованы многочисленные исследования, направленные на изучение 
и продвижение этих численных подходов [11–13]. Yand и др. [14] применили дробный многоступенчатый метод 
Любича для численного решения дробного диффузионно-волнового уравнения путем преобразования исходной 
модели в эквивалентное интегро-дифференциальное уравнение. Они продемонстрировали, что их метод достига-
ет временного порядка точности α для 1 ≤ α ≤ 1,71832. В работе [15] авторы представили метод порядка 3-α для 
0 < α < 1 для аппроксимации производной Капуто. Затем они предложили дискретную разностную схему, введя 
две новые переменные для преобразования исходного уравнения в систему уравнений более низкого порядка. 
Две неявные схемы с переменным направлением для решения двумерных нелинейных уравнений сверхдиффузии 
с дробным временем представлены в работе [16]. Эти схемы основаны на эквивалентных интегро-дифферен-
циальных уравнениях в частных производных исходной задачи. Дробный интеграл Римана-Лиувилля дис-
кретизируется с использованием классического приближения первого порядка. Авторы доказывают, что 
обе схемы обладают точностью первого порядка по времени, обеспечивая сходимость численных решений. 
Khibiev и др. [13] разработали разностный аналог второго порядка для аппроксимации обобщенной производной 
Капуто. Они успешно применили этот разностный аналог для численного решения обобщенного уравнения дроб-
ной диффузии во времени, уделив особое внимание случаям с гладкими решениями.

Цель данной статьи — разработать разностный аналог второго порядка для аппроксимации дробного интегра-
ла Римана-Лиувилля, а затем применить этот разностный аналог для решения класса ДДУ. Авторы вводят класс 
ДДУ, которые содержат дробную производную Капуто порядка α + 1, где 0 < α < 1. Далее они преобразуют модель 
ДДУ в форму, которая включает дробный интеграл Римана-Лиувилля, и представляют априорную оценку для 
решения дифференциальной модели. Предлагается разностный аналог для аппроксимации дробного интеграла 
Римана-Лиувилля, а также оценивается погрешность усечения метода и применяется для решения новой модели 
ДДУ. Кроме того, исследуется устойчивость численного метода. Проводится численное моделирование с тем, 
чтобы подтвердить точность и эффективность предложенного метода для решения рассматриваемой ДДУ. Также 
исследуется экспериментальный порядок сходимости метода. И, наконец, приводится краткое заключение, обоб-
щающее ключевые выводы и вклад исследования авторов.

Материалы и методы. В этом разделе представлен конкретный класс ДДУ с начальным значением, а также 
предлагается методология эффективного решения этих моделей. В исследовании ведется поиск новой эффективной 
и точной численной схемы для аппроксимации решений следующих ДДУ с начальными условиями:

 ),()()(1
0 tgtytyt =+∂ +α ϰ

 .)0(,)0( 10 yy  yy t ==

где ϰ — положительная константа, 0 < α < 1 и 0 < t ≤ T.  
Существует множество определений производных и интегральных операторов в контексте дробного исчис-

ления. Некоторые широко используемые определения включают производную Капуто и производную Рима-
на-Лиувилля. Эти определения различаются тем, как они описывают поведение функции в дробном порядке. 
В производной Капуто дробная производная определяется путем учета дифференцирования функции в дробном 
порядке при сохранении начальных условий. Это делает его особенно подходящим для моделирования реальных 
процессов, где начальные условия имеют решающее значение для определения поведения системы [17, 1]. По 
этой причине в настоящем исследовании используется дробная производная в уравнении (1) в смысле Капуто. 
Этот выбор продиктован совместимостью производной Caputo с реальными приложениями и ее способностью 
точно фиксировать начальные условия системы. Производная Капуто определяется следующим образом:
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где α представляет дробный порядок, а Γ(·) обозначает гамма-функцию.
Используя производную Капуто, можно эффективно фиксировать поведение системы в дробном по-

рядке и учитывать влияние прошлой истории на текущее состояние. Это определение позволяет модели-
ровать различные явления реальной жизни, где начальные условия играют решающую роль в определении 
динамики системы [18, 2].

Применяя оператор дробного интегрирования Римана-Лиувилля порядка α, обозначаемый )(0 tyD t
α− к обеим 

сторонам модели (1), получим:
 ,0),(0 Tt  tfyD
dt
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t ≤<=+ α−ϰ

где 10 )()( ytgDtf t += α− , и оператор дробного интегрирования Римана-Лиувилля определяется как:
 

∫ ξξξ−
α

= −αα−
t

t .dyt
Г

tyD
0

1
0 )()(

)(
1)(

(1)

(2)

(3)

(4)

,



А.Х. Хибиев и др. Разностная схема второго порядка для решения класса дифференциальных уравнений дробного порядка

34

Модель (3) подчиняется начальному условию y(0)=y0. В уравнении (3), когда t приближается к 0, имеем 
yt (0)=f(0)=y1. Следовательно, второе начальное условие в уравнении (2) может быть выведено.

Априорная оценка для решения дифференциальной задачи. Следующая теорема представляет априорную 
оценку для решения дифференциальной задачи (3), которая дает ценную информацию о поведении и свойствах 
решения, позволяя лучше понять и проанализировать модель. Прежде чем изложить основную теорему, важно 
ввести следующее следствие, которое вытекает из результатов, представленных в [19].

Следствие 1. Для любой функции y(t), абсолютно непрерывной на  [0,T] , имеет место следующее неравенство:
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Теорема 1. Решение y(t) задачи (3) удовлетворяет следующей априорной оценке:
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Доказательство. Умножая уравнение (3) на y(t), затем изменяя переменную t на s и интегрируя по временным 
переменным от 0 до t, получаем:
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Из следствия 1 и того факта, что ϰ > 0, второй член левой части (5) неотрицателен и может быть опущен. Та-
ким образом, имеем:
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Чтобы завершить доказательство, нужно оценить интеграл  dssy
t

∫0
2 )( . Проинтегрируем уравнение (6) относи-

тельно переменной t от 0 до t. Установим ,
)4(
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=ε принимая во внимание следующее неравенство:
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можем прийти к следующему выводу:
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Теперь, подставив уравнение (7) в уравнение (6) и установив ,
)4(

1
T

=ε  можно завершить доказательство.

Вывод разностной схемы для аппроксимации ДДУ. Цель этого подраздела — ввести разностный аналог, 
который эффективно аппроксимирует дробный интеграл Римана-Лиувилля. Впоследствии используем этот раз-
ностный аналог для разработки надежной и точной разностной схемы второго порядка, специально разработан-
ной для аппроксимации модели (3).

Чтобы построить разностный метод аппроксимации дробного интеграла Римана-Лиувилля (4) для целого чис-

ла N и заданного времени T, дискретизируем интервал [0,T] на равные промежутки времени tj=jτ,  j=0,1,…,N, где 

N
T

=τ — длина временного шага. Для краткости обозначений запишем численное решение y(tj) в точке tj через yj. 

Чтобы аппроксимировать дробный интеграл Римана-Лиувилля при t=tj+1, где j=1,2,…,N, используем метод трапеций:
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в котором  c0
(α)=1 и
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Ошибка усечения оператора v
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∆ 10 в (8) характеризуется следующей леммой.
Лемма 1.  Предположим, что y(t)∈c2[0,tj+1]. Для любого  ν∈(0,1), v
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Доказательство. Из формулы остатка интерполяции Лагранжа следует, что:
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Чтобы достичь желаемого порядка сходимости предлагаемого метода, используем конечно-разностную фор-
мулу второго порядка для аппроксимации первого производного члена в уравнении (3). Это приближение зада-
ется формулой:
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Справедливость этого приближения может быть легко подтверждена применением теоремы Тейлора.
В однородной области Ω={tj: j=0,1,…,N} рассматриваем дробно-дифференциальную модель (3) в точке tj+1, где 

j=1,2,…,N–1. Применяя предложенную разностную схему (8), а также аппроксимацию (9) к модели (3), предлага-
ем следующую разностную схему:
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На начальном временном шаге t1 оцениваем значение y1, используя теорему Тейлора следующим образом:

y1=y0+τy1+O(τ2).
Принимая во внимание лемму 1 и уравнения (9) и (12), можно заключить следующее: если решение диффе-

ренциальной модели (3) удовлетворяет условию гладкости y(t)∈Ct
2 (Ω), то разностная схема (10)–(11) демонстри-

рует порядок точности O(τ2).
Теоретический анализ предложенной разностной схемы. Рассмотрим ошибку zj=Yj–yj, где Yj=y(tj). Подстав-

ляя yj=zj+Yj в модель (3), получаем задачу для ошибки следующим образом:
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Прежде чем представить основную теорему об устойчивости предложенной разностной схемы, важно ввести 
следующие две леммы.

Лемма 2 [6]. Для любых вещественных констант r0, r1 таких, что r0 ≥ max{r1, –3r1}, и { } Nj
jj  v =
=0  выполняется 

следующее неравенство:
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Лемма 3 [20]. Предположим, что последовательность { }∞=0nna  вещественных чисел удовлетворяет следующим 
свойствам:

 an ≥ 0, an – an + 1 ≥ 0, an – 2an+1 + an + 2 ≥ 0. 

Пусть  .1дляи
2
0

0 ≥== j  aс    aс jj  Тогда:
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Теорема 2. Разностная схема (3) безусловно устойчива и для ее решения справедлива следующая априорная 
оценка:
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где С3 — положительная константа, не зависящая от τ и h.
Доказательство основано на подходе, аналогичном подходу теоремы 1. Умножив уравнение (13) на  zj+1τ  и за-

менив j на s, суммируем по s от 1 до j и используем результаты из леммы 2 и леммы 3. Из-за сходства методологии 
подробное доказательство здесь опущено для краткости.

Результаты исследования. Чтобы оценить производительность численного метода и получить представле-
ние о его сходимости, проводится полный набор численных экспериментов. Основная цель состоит в том, чтобы 
проанализировать численные ошибки путем сравнения точного решения с вычисленным численным решением. 
Кроме того, исследуется порядок сходимости численного алгоритма в зависимости от размера шага τ. Экспери-
ментальные порядки сходимости (EOC) рассчитываются с использованием следующих соотношений:
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)(
)(logEOC

2

1
/ 21 τ
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где максимальная абсолютная погрешность E(τ) вычисляется по формуле:
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с размером шага τ.
Пример 1. Рассмотрим модель (3) с точным аналитическим решением, заданным следующим выражением: 

y(t)=t2+t3+α. Соответствующий исходный член и начальные условия для данной задачи могут быть получены сле-
дующим образом:
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Задача решается с помощью представленной разностной схемы (10).
В таблице 1 представлены результаты, полученные при варьировании значений длины шага τ, отображающие 

максимальную погрешность и экспериментальные порядки сходимости (ЭПС) для различных значений α ϰ=4, 
в момент времени T = 1. Таблица показывает, что метод демонстрирует превосходную точность даже для очень 
малых размеров сетки, а ЭПС неизменно достигает ожидаемого значения 2 во всех случаях.

Приступаем к исследованию долговременной эффективности предложенного метода схемы с целью дальней-
шей оценки точности и надежности схемы. В таблице 2 показаны максимальная погрешность и ЭПС для различ-
ных значений a при ϰ = 2 в момент времени T = 10. Таблица является дополнительным доказательством высокой 
точности метода даже для длительных временных интервалов и очень малых размеров ячеек. Значение ЭПС 
неизменно остается равным 2, что указывает на надежность метода в точном решении проблемы. Эти результаты 
подтверждают эффективность и надежность численной схемы авторов в точном решении рассматриваемой за-
дачи в различных временных диапазонах.

Обсуждение и заключения. В этом исследовании представлен числовой аналог второго порядка для аппрок-
симации дробного интеграла Римана-Лиувилля и продемонстрирована его эффективность при решении класса 
обычных ДДИ. Преобразовав исходные затухания в модель, которая включает дробный интеграл Римана-Лиувил-
ля, авторы смогли расширить применимость предложенного ими метода для решения модели. Кроме того, они 
установили априорные оценки для решения, которые демонстрируют уникальность и непрерывную зависимость 
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его от входных данных. Также исследован анализ устойчивости предложенной разностной схемы. Проведено 
численное моделирование для оценки точности, эффективности и долгосрочной надежности предложенного ме-
тода. Моделирование демонстрирует эффективность метода при решении ДДИ даже для длительных временных 
интервалов и с небольшими размерами ячеек. Также исследован экспериментальный порядок сходимости, под-
тверждающий ожидаемый экспериментальный порядок сходимости, равный 2 для различных случаев.

Таблица 1 

Максимальная погрешность и экспериментальные порядки сходимости для примера 1 при уменьшении размера 
временной сетки τ = T/N, для α = 0,1; 0,5; 0,9, при ϰ = 4, в момент времени T = 1

τ = T/N α = 0,1 α = 0,5 α = 0,9
N E(τ) CO E(τ) CO E(τ) CO
80 2,1178e-04 2,2420e-04 3,9043e-04
160 5,4976e-05 1,9457 5,7336e-05 1,9673 9,8674e-05 1,9843
320 1,4126e-05 1,9604 1,4501e-05 1,9833 2,4799e-05 1,9924
640 3,5885e-06 1,9769 3,6458e-06 1,9918 6,2161e-06 1,9962
1280 9,0518e-07 1,9871 9,1379e-07 1,9963 1,5560e-06 1,9981
2560 2,2750e-07 1,9923 2,2870e-07 1,9984 3,8926e-07 1,9991

Таблица 2

 Долговременная производительность предложенной схемы для решения примера 1 с уменьшением размера 
временной сетки τ=T/N, для α=0,1; 0,5; 0,9, при ϰ=2, в момент времени T=10

α=0,1 α=0,5 α=0,9
N E(τ) CO E(τ) CO E(τ) CO
80 3,1602e-02 3,1247e-01 1,1045e+00
160 8,8350e-03 1,8387 7,9023e-02 1,9834 2,7524e-01 2,0046
320 2,4257e-03 1,8648 1,9915e-02 1,9884 6,8737e-02 2,0016
640 6,5691e-04 1,8846 5,0069e-03 1,9919 1,7177e-02 2,0006
1280 1,7599e-04 1,9002 1,2567e-03 1,9943 4,2936e-03 2,0002
2560 4,6740e-05 1,9128 3,1505e-04 1,9960 1,0733e-03 2,0001
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Оптимальное управление в нейрологических моделях 
информационного противоборства
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Аннотация
Рассматриваются две нейрологические модели информационного противоборства. Для каждой из них предложе-
но решение задачи оптимального управления. При этом  предполагается, что Планировщик кампании ассоцииру-
ется с управляющим органом одной из противоборствующих партий и распределяет во времени доступный ему 
объем пропагандистского вещания. Таким образом, интенсивность пропагандистского вещания одной из сторон 
противоборства имеет смысл управления. 
Целевой функционал отражает стремление Планировщика максимизировать численность своих сторонников 
в заданный момент времени при минимизации затрат в течение кампании.
Исследование задачи управления проводится аналитически, с помощью принципа максимума Понтрягина. 
Получено оптимальное управление для различных комбинаций параметров.
Стратегия пропагандистской кампании, в зависимости от параметров системы, может быть как «нарастаю-
щей» (т. е. проходящей с неубывающей интенсивностью пропагандистского вещания), так и «убывающей» 
(проходящей с невозрастающей интенсивностью). При «нарастающей» кампании информация предоставляется 
только на финише, с тем, чтобы впечатление от этой информации не успело потерять силу. В основе стратегии 
«убывающей» кампании  — межличностное общение. Сначала нужно убедить в своей позиции как можно больше 
индивидов, которые затем будут пересказывать ее собеседникам. Параметры системы определяют баланс между 
этими типами стратегий.

Ключевые слова: математическая модель, информационное противоборство, оптимальное управление, принцип 
максимума Понтрягина.
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Abstract
Two neurological models of information warfare are considered. For each of them, the optimal control problem is 
considered, assuming that the Campaign Planner is associated with the governing body of one of the belligerent parties 
and distributes the volume of propaganda broadcasting in time. 
The cost functional reflects the Planner’s desire to maximize the number of their supporters at a given time while 
minimizing costs during the campaign.
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The problem is studied analytically, using the Pontryagin’s maximum principle. 
Optimal control is obtained for various combinations of parameters.
The “increasing” type of campaign is aimed at ensuring that for most individuals information is received immediately 
before the finish line, and that the impression of this information does not have time to weaken. In contrast, the strategy 
of a “decreasing” campaign implies a high role of interpersonal communication: it is based on convincing a significant 
number of individuals of their position at the very beginning, who will then retell it to their interlocutors. 

Keywords: mathematical model, information warfare, optimal control, Pontryagin’s maximum principle.

For citation. Petrov AP. Optimal control in neurological models of information warfare. Computational Mathematics and 
Information Technologies. 2023;7(2):40–51. https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-40-51

В статье рассматривается следующая задача. Рассмотрим информационную войну между двумя сторонами. 
Ассоциируя себя с одной из них, попытаемся максимизировать число наших сторонников в определенный мо-
мент времени, минимизируя при этом затраты на вещание в СМИ. Этот момент времени можно рассматривать 
как дату выборов. Вопрос в том, чтобы определить наиболее выгодную стратегию: например, следует ли начинать 
кампанию с низкой интенсивности пропаганды в средствах массовой информации и усиливать ее с течением вре-
мени. Или, наоборот, нужно начать кампанию с интенсивной пропаганды, а затем сократить ее. Или оптимальна 
какая-то более сложная, немонотонная стратегия. Для простоты  предположим, что пропаганда другой стороны 
имеет постоянную интенсивность.

Для изучения данной проблемы в настоящей работе используется нейрологическая модель информационного 
противоборства в социуме [1]. Заметим, что данная модель оперирует  входными параметрами, некоторые из 
которых весьма трудно поддаются оцениванию. Поэтому с прикладной точки зрения анализ нацелен не столь-
ко на получение количественных результатов, сколько на выявление качественных закономерностей. Для этих 
выявленных закономерностей представлена прозрачная социологическая трактовка, допускающая практическое 
применение результатов. Полученные при этом выводы не противоречат интуиции, но являются, по мнению  ав-
торов, неочевидными и вряд ли могли бы быть получены на основании соображений общего характера, т. е. без 
применения методов математического моделирования. 

Содержательно данная работа относится к такому направлению, как математическое моделирование информа-
ционных процессов в социуме [2–4]. В данной области информационные процессы изучаются методами анализа 
текстов [5, 6], сетевого анализа и динамики мнений [7–11] и т. д. При этом задача управления в постановке на-
стоящей работы ранее не рассматривалась.

Модель информационного противоборства. Нейрологическая модель информационного противоборства 
в социуме [1] (и ее применение [3]) основана на традиционной нейрологической схеме [12, 13] и имеет вид:

 
( ) .N2

d 0 ψ−−+













−ϕϕ=

ψ
∫
∞

ψ−

abudnc
t

d

Здесь параметры a, b, c, u положительны и их содержательный смысл определен в теории Рашевского [12, 13]. 
Они зависят как от стимулов, которые исходят из социальной среды, так и от внутренних параметров нейрологи-
ческой системы. Для целей настоящей работы важно, что u и b связаны с интенсивностью масс-медиа, поддержи-
вающих Правую и Левую партии соответственно.

В самых общих чертах социологический смысл модели выбора позиций и уравнения (1) можно пояснить 
следующим образом. Предполагается, что в обществе, состоящем из N0 индивидов, происходит информационная 
борьба двух сторон (партий): Левой и Правой. Каждый индивид принимает решение о поддержке той или иной 
партии на основе своей установки и стимулов, поступающих из социальной среды. 

Далее поочередно рассмотрим, что представляют собой эти стимулы и установка, а затем опишем механизм 
принятия решений.

Под стимулами в модели авторов понимается информационное влияние на индивида со стороны СМИ и дру-
гих индивидов. Под этим влиянием с течением времени индивид может менять свою партийную принадлеж-
ность. При этом он и сам создает стимулы для других индивидов тем, что агитирует их за свою текущую партию. 
В результате возникает социальная динамика, описываемая уравнением (1). Если интенсивность пропаганды 
СМИ постоянна, то динамический процесс завершается формированием стационарного состояния. Довольно ча-
сто возможны несколько стационарных состояний, в этом случае от начального условия зависит то, какое из них 
достигается. Далее формулируется задача оптимального управления, в которой Планировщик отождествляется 
с одной из сторон противоборства (с Правой партией), причем интенсивность ее пропаганды через СМИ при-
нимается в качестве управляющего параметра, а целевая функция учитывает эту интенсивность (как показатель 
расходов) и количество сторонников этой партии на заданный момент времени (окончание противоборства). 

(1)
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Теперь рассмотрим модель более подробно.
Каждый из N0 индивидов характеризуется установкой (attitude), т. е. своей предрасположенностью φ к под-

держке той или иной партии, связанной с его фундаментальной принадлежностью к определенной идеологии, 
предыдущим опытом, социальным состоянием и т. д. Эта величина предполагается постоянной на отрезке време-
ни, в течение которого длится информационная борьба. 

Тем самым предполагается, что имеется постоянное во времени, экзогенно заданное распределение индиви-
дов по оси установок n(φ), при этом отрицательная установка соответствует поддержке первой партии, положи-
тельная — поддержке второй партии, а абсолютное значение отражает силу поддержки.

Здесь функция n(φ) равна нулю вне отрезка при maxmin ϕ≤ϕ≤ϕ  и далее будем полагать, что на этом от-
резке функция n(φ) положительна, кроме, быть может, конечного количества изолированных точек, в которых 
она обращается в ноль.

Очевидно:
 

( ) .0 ∫
∞

∞−

ϕϕ= dnN

Правило, по которому индивид относит себя к той или иной партии, можно выразить следующим обра-
зом: если сумма стимула и установки отрицательна, то индивид относит себя к Левой партии, если положи-
тельна — к Правой. 

Рассматриваемый в данной работе вариант модели предполагает, что влияние масс-медиа равномерно рас-
пределено по обществу, в частности, это означает, что не учитывается селективное пользование СМИ (например, 
«консерваторы читают только консервативные газеты, либералы читают только либеральные газеты»). Стимул 
в поддержку некоторой партии, связанный с агитацией, проводимой сторонниками этой партии, принимается 
пропорциональным ее текущей численности. 

Численности сторонников Левой (L) и Правой (R) партий равны, соответственно:
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Начальное условие ψ(0), необходимое для однозначного определения ψ(t), находится из распределения инди-
видов между партиями в момент t=0 и имеет вид:
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ϕ
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ϕϕ=
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или, что то же самое:
 
( ) ( )

( )
.0

0

min
∫
ψ−
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Здесь ( )0L (а также ( )0R ) является наблюдаемой величиной и каждое из этих равенств можно рассматривать как 
уравнение для ψ(0), имеющее единственное решение, если функция ( )ϕN  положительна почти при всех φ.

Очевидно, ( ) ,0 maxϕ=ψ  если ( ) 00 =X  и ( ) ,0 minϕ=ψ  если ( ) .00 =Y  Реалистическое предположение состоит 
в том, что ( ) ,00 0NX <<  так что ( ) .0 maxmin ϕ<ψ<ϕ  

Заметим, что, функция ψ(t) может принимать значения в более широком диапазоне, вплоть до  .∞<ψ<−∞  
Например, неравенство ψ(t)>φmax соответствует ситуации, когда абсолютно все члены социума поддерживают 
первую партию, т. е. ее преимущество в интенсивности пропаганды настолько велико, что оно перевешивает 
установку даже самого радикального сторонника второй партии. Такая ситуация представляется малореалистич-
ной. Поэтому в данном анализе будем выбирать области изменения параметров так, что ( ) maxmin ϕ<ψ<ϕ t  для 
всех Tt ≤≤0 .

Итак, функция ψ(t) находится как решение начальной задачи (1), (3).
Рашевский [12, 13] анализировал стационарное уравнение, соответствующее (1) в случае u=b=0  (в терми-

нах настоящей модели это соответствует процессу, проходящему в отсутствие пропаганды масс-медиа) и четной 
функции n(φ). Он показал, что при достаточно малых значениях отношения c/a существует единственное ста-
ционарное решение, оно асимптотически устойчиво и соответствует равному распределению индивидов между 
партиями, т. е. ( ) ( ) ,0→− tLtR  при .∞→t  Это соответствует тому случаю, когда реакцию каждого индиви-
да существенно больше определяет его установка, чем мнение других индивидов. И, наоборот, при достаточно 
больших значениях c/a реакция индивида более определяется мнением других индивидов, чем его собственной 

(2.1)

(2.2)

(3)
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установкой. Вследствие этого равновесие между партиями неустойчиво: если одна из них имеет численное пре-
восходство при t=0, то оно позволяет создать преимущество в силе стимула (т. е. в количестве агитирующих за 
нее индивидов), которое увеличивается с течением времени. В результате, устойчивые стационарные решения 
соответствуют ситуациям, в которых одна из партий приобретает существенное большинство. Именно такие слу-
чаи представляют наибольший интерес для анализа и именно им уделяется особое внимание в настоящей работе.

Постановка задачи управления. Будем рассматривать процесс информационного противоборства на вре-
менном интервале (0;Т), где экзогенно заданный момент времени Т можно условно трактовать как «день выбо-
ров». При этом интенсивность u пропагандистского вещания Правой партии принимается в качестве управления 
и имеет ограничение:

.0 muu ≤≤  
Целевой функционал отражает стремление Планировщика максимизировать численность своих сторонников 

в момент времени Т при минимизации затрат в течение кампании:
 

max,)(
2

T

0

2 →+−= ∫ TRdtukJ  
т. е.: 
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При этом ограничимся случаем равномерного симметричного распределения: mϕ=ϕ−=ϕ minmax  
и ( ) ,0const >=ϕN  при .mm ϕ<ϕ<ϕ−  

Решение задачи управления
А. Основные уравнения. Гамильтониан задачи оптимального управления (1)–(5) имеет вид:
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Следовательно:
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Ближайшая цель состоит в том, чтобы максимизировать гамильтониан по управлению. Имеем:
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Эта производная обращается в ноль при:
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С учетом ограничения (4) получаем, что оптимальное управление имеет вид:

 

 
,
.,

0,/
,0,0

*








>
≤≤
<

=

mm

m

kup u
kupkp

p          
u

С учетом того, что авторы ограничились  случаем равномерного симметричного распределения: 
( ) ,0const >=ϕN  при ,mm ϕ<ϕ<ϕ−  отсюда:

 

( )












ϕ>ψ

ϕ≤ψ≤ϕ−







ϕ
ψ

+

ϕ−<ψ

=ϕϕ∫
ϕ

ψ−

.,

,,1
2

,,0

0

0

m

mm
m

m

N

Ndn
m

 

Стационарные решения дифференциального уравнения (6) находятся из уравнения:

( ) .ψ=ψ af

(4)

(5)

(6)

(7.1)

(7.2)

(8)

(9)
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где
 

( )










ϕ>ψ−+

ϕ≤ψ≤ϕ−−+
ϕ
ψ

ϕ−<ψ−+−

=ψ

.,

,,

,,

0

m
0

0

m

mm

m

bucN

bucN

bucN

f

 

Нетрудно видеть, что, если  ,/0 mcNa ϕ>  то уравнение (9) имеет одно решение для любого постоянного u. 
Если же  ,/0 mcNa ϕ<  то оно имеет три корня при  00 cNabucNa mm +ϕ−<−<−ϕ  и только один корень при 
 0m cNabu −ϕ<−  или  bucNa m −<+ϕ− 0  (в данной работе не рассматривается особый случай  mcNa ϕ= /0 ).

Для краткости записи введем обозначение:
 .0

m

cNa
ϕ

−=λ

Задачи (6), (7) принимают вид:

 









ϕ>ψψ−−+
ϕ≤ψ≤ϕ−−+λψ−

ϕ−<ψψ−−+−
=

ψ

.,
,,

,,

0

m

0

m

m

m

abucN
bu
abucN

dt
d

 









ϕ>ψ
ϕ≤ψ≤ϕ−λ
ϕ−<ψ

=
.,

,,
,,

m

mm

m

ap
p

ap

dt
dp

С учетом рассматриваемого случая, когда ( ) mm t ϕ≤ψ≤ϕ−  для всех t, имеем:

 ,bu
dt
d

−+λψ−=
ψ  ( ) .0 0ψ=ψ

 ,p
dt
dp

λ=  ( ) .2/0 mNTp ϕ=  
Решение задачи (14) для сопряженного уравнения имеет вид:

( ) ( )[ ].exp
2

0 TtNtp
m

−λ
ϕ

=

Таким образом, функция ( )tp  либо строго возрастает (если 0>λ ), либо строго убывает (если 0<λ ), либо 
постоянна (если 0=λ ). Рассмотрим первые два варианта последовательно.

Б. Строго возрастающая функция ( )tp
Будем полагать, что:

 .0/0 >ϕ− mсNa
Тогда могут иметь место три случая (рис. 1).
Случай 1 (рис. 1 а):  ( ),Tpkum ≥  т. е.:

 .2/0 mm kuN ≤ϕ

Случай 2 (рис. 1 б):  ( ) ( ),0 Tpkup m <<  т. е.:
 [ ] .

2
exp

2
00

m
m

m

NkuTN
ϕ

<<λ−
ϕ

Случай 3 (рис. 1 в):  ( ),0pkum ≤  т. е.:
 [ ].exp

2
0 TNku
m

m λ−
ϕ

≤

Рис. 1. Три варианта расположения функции y=p(t) относительно прямой y=kum: случаи 1‒3 

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

kum

p(t)

Т t

kum kum

p(t)

p(t)

Т t Т t

а) б) в)

t1

,
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Рассмотрим каждый из этих случаев.
Случай 1. ,0>λ  ( ).Tpkum ≥  
Тогда  ( ) mkutp ≤  при всех [ ].;0  Tt ∈ Тогда из формулы (8) следует, что:

 ( ) ( )[ ].exp
2

* 0 Tt
k
Ntu

m

−λ
ϕ

=

Подставляя это в (13), получаем:
 ( )[ ] ,exp

2
0 bTt

k
N

dt
d

m

−−λ
ϕ

+λψ−=
ψ

Решение этой задачи Коши имеет вид:

 
( ) ( )[ ] [ ] [ ] ,exp

4
exp

4
exp 000 tb

k
TNb

k
TtNt

mm

λ−







λ

+
ϕλ
λ−

−ψ+
λ

−
ϕλ
−λ

=ψ
 

при Tt ≤≤0 .
Случай 2. ,0>λ  ( ) ( ).0 Tpkup m <<
Тогда существует точка ( ),;01 Tt ∈  такая, что  ( ) mkutp =1  (рис. 1 б). Другими словами, t1 определяется путем 

приравнивания функции p(t), даваемой выражением (15), к величине kum. Имеем для этой величины уравнение
 ( ) ( )[ ] ,exp2/ 10 mm kuTtN =−λϕ  т. е.:

 .
2

ln1 0
1

mmku
NTt
ϕλ

−=

Вычисленное таким образом t1 положительно ввиду условия  ( ) ( )Tpkup m <<0 , определяющего Случай 2 
(неположительность t1 означала бы, что  ( ) ,0 mkup >  т. е. имеет место Случай 3).

Для оптимального управления получаем:
  ( )





≤<
≤≤

=
.1,
,0,/

*
1

1

ttu
ttktp

u
m

Подставив u=u* в уравнение (13), получим для функции ψ(t) задачу Коши с правой частью, заданной отдельно 
на отрезках 10 tt ≤≤  и :11 ≤≤ tt  

 ( )[ ] ,exp
2

0 bTt
k
N

dt
d

m

−−λ
ϕ

+λψ−=
ψ  ,0 1tt ≤≤                                                                                        

 ,bu
dt
d

m −+λψ−=
ψ  ,11 ≤≤ tt  ( ) ( ).00 11 −ψ=+ψ tt  

Последовательно решая задачи (21), (22), получаем:
 
( ) ( )[ ] [ ] [ ] ,exp

4
exp

4
exp 000 tb

k
TNb

k
TtNt

mm

λ−







λ

+
ϕλ
λ−

−ψ+
λ

−
ϕλ
−λ

=ψ  .0 1tt ≤≤

 ( ) ( ) ( )[ ] ,exp 11 ttbutbut mm −λ−





λ
−

−ψ+
λ
−

=ψ

Случай 3. ,0>λ  ( ).0pkum ≤  
В этом случае  ( ) mkutp ≥  для всех [ ],;0 Tt ∈  в частности  ( ) .2/0 mm kuNTp >ϕ=  Из (8) следует, что 

оптимальное управление тогда имеет вид:
( ) ,* mutu = [ ].;0  Tt ∈

Подставив u=u* в уравнение (13), получим для функции ψ(t) задачу Коши:

 ,bu
dt
d

m −+λψ−=
ψ  

( ) ,0 0ψ=ψ

решение которой имеет вид:
 ( ) [ ].exp0 tbubut mm α−





α
−

−ψ+
α
−

=ψ
 

В. Строго убывающая функция p(t)
Будем полагать, что:

 .0/0 <ϕ−=λ mсNa

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

( ) ,0 0ψ=ψ

.11 ≤≤ tt

;
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Для удобства перепишем формулу (15):
 ( ) ( )[ ].exp

2
0 TtNtp
m

−λ
ϕ

=

Могут иметь место три случая (рис. 2).
Случай 4 (рис. 2 а):  ( ),0pkum ≥  т. е.:

 [ ].exp
2

0 TNku
m

m λ−
ϕ

≥

Случай 5 (рис. 2 б):  ( ) ( ),0pkuTp m <<  т. е.:
 [ ].exp

22
00 TNkuN

m
m

m

λ−
ϕ

<<
ϕ

 

Случай 6 (рис. 2 в):  ( ),Tpkum ≤  т. е.:
 

.
2

0

m
m

Nku
ϕ

≤  

Рис. 2. Три варианта расположения функции y=p(t)  относительно прямой y=kum: случаи 4–6

Рассмотрим эти случаи последовательно.
Случай 4. ,0<λ   ( ) .0 mkup ≤  
Таким образом,  [ ] .exp

2
0

m
m

kuTN
≤λ−

ϕ
 В этом случае  ( ) mkutp ≤  для всех [ ].;0  Tt ∈ Тогда из (8) следует, что:

( ) ( )[ ].exp
2

* 0 Tt
k
Ntu

m

−λ
ϕ

=

Подставив u=u* в уравнение (13), получим для функции ψ(t) задачу Коши:

 ( )[ ] ,exp
k2

0 bTtN
dt
d

m

−−λ
ϕ

+λψ−=
ψ

 ( ) .0 0ψ=ψ

Ее решение при Tt ≤≤0  имеет вид:
 
( ) ( )[ ] [ ] [ ].exp

2
exp

4
exp 000 tb

k
TNb

k
TtNt

mm

λ−







λ

+
ϕλ
λ−

−ψ+
λ

−
ϕλ
−λ

=ψ

Случай 5. ,0<λ  ( ) ( ).0pkuTp m <<  
Таким образом,  ( ) ( ) [ ].exp2/2/ 00  TNkuN mmm λ−ϕ<<ϕ  Тогда существует точка ( ),;01 Tt ∈  такая, что 

 ( ) .1 mkutp =  Т. е. t1 определяется путем приравнивания функции p(t), даваемой формулой (15), к величине kum. 
Получим:

 .
2

ln1 0
1

mmku
NTt
ϕλ

−=

Тогда оптимальное управление имеет вид:
 

( )



≤<
≤≤

=
.1,/
,0,

*
1

1

tt ktp
ttu

u m

Подставим это в (13). Получим:
 ,bu
dt
d

m −+λψ−=
ψ

 
,0 1tt ≤≤ ( ) .0 0ψ=ψ

 
 ( )[ ] ,exp

2
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k
N
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d

m

−−λ
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ψ  ,11 ≤≤ tt ( ) ( ).00 11  tt −ψ=+ψ
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Решив данные задачи на соответствующих интервалах времени, получаем:

 ( ) [ ] ,expb0 tubut mm λ−





λ
−

−ψ+
λ
−

=ψ
 

 ( )[ ]
( )[ ] ,exp

2

exp
2

0

TtC
a
b

Tt
k
N

m −α−+



















−
α

−α
ϕ

=ψ

где 
 ( )[ ] [ ]

( )[ ] ( )[ ] .
4

expNexp

expexp

10
1

0
1









α
−

ϕα
−α

−α−

−α−





α
−

−ψ+−α
α
−

=

b
k

TtTt

TbuTtbuC

m

mm

Случай 6. ,0<λ  ( ).Tpkum ≤
В этом случае  ( ) muktp ≥/  для всех [ ].;0  Tt ∈ Из (8) следует, что оптимальное управление имеет вид:

( ) mutu =*  для всех [ ].;0  Tt ∈  

Подставив это в (13), получаем задачу Коши:
 

,bu
dt
d

m −+λψ−=
ψ  ( ) .0 0ψ=ψ

решением которой является функция:

 ( ) [ ].exp0 tbubut mm α−





α
−

−ψ+
α
−

=ψ

Основные выводы настоящего раздела: 
– при достаточно высоких значениях параметра релаксации а и/или достаточно малых значениях интен-

сивности передачи информации при межличностной коммуникации (параметр с) оптимальная стратегия является 
неубывающей (рис. 1);

– в обратном случае оптимальная стратегия является невозрастающей (рис. 2). 
Расширенная модель: социум, состоящий из двух групп. Данный раздел посвящен анализу модели, рас-

сматривающей социум более подробно по сравнению с моделью из предыдущего раздела. Основная цель — 
установить, сохраняется ли для этой более сложной модели вывод предыдущего раздела о влиянии парамет-
ров а, с на характер оптимальной кампании.

Модель имеет вид: 
 ( ) ,,, 1211

1 ψ−ψψ=
ψ auf
dt

d

 ( ) ,,, 2212
2 ψ−ψψ=

ψ auf
dt

d

 
( ) ( )

( )
( )

( )
max,

2
,

21

21
0

2 →ϕϕ+ϕϕ+−= ∫∫∫
ϕ
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ϕ
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mm

TT
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dndndtukunJ  

где
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),N212,, 2211211
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budnNdncuf
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


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







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


−ϕϕγ−


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




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
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ϕ
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )buNdnNdncuf
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−+



















−ϕϕγ






+














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ϕ
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и по-прежнему имеет место ограничение:
.0 muu ≤≤  

Здесь предполагается, что система состоит из двух групп индивидов. Каждая из них характеризуется своим 
распределением n1(φ), n2(φ). При этом каждый индивид более общается с членами своей группы, чем чужой, 
что описывается параметром γ (при этом  γ=1 соответствует тому, что межгрупповая коммуникация отсутствует, 

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

,
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а γ=0,5 соответствует однородной коммуникации, когда группы фактически отсутствуют. Далее будем полагать, 
что .15,0 <γ< ). Обозначим численность первой группы через N1, численность второй группы — через N2. 
Положим, что распределения индивидов по установке внутри каждой из групп аналогичны распределению из 
модели, рассмотренной в предыдущем разделе. Другими словами, распределения являются равномерными на 
некотором экзогенно заданном интервале ( ),, mm ϕϕ−  так что:

 

( )












ϕ>ψ

ϕ≤ψ≤ϕ−
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
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


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(здесь и в формулах (45): i=1,2 ). Имеем для численностей сторонников Правой и Левой партий в первой и группах:

 
( ) ( )

( )
∫
ϕ

ψ−

ϕϕ=
m

i t

dntR ii ,

 
( ) ( )

( )

∫
ψ−

ϕ−

ϕϕ=
ti

m

dntL ii . 

Кроме того, здесь предполагается, что группы в равной степени подвержены медийной пропаганде каждой из 
партий. 

С учетом выбранного вида функций ( ) ( )ϕψψ ii nuf ,,, 21  формулы (41)–(43) принимают вид:
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Гамильтониан имеет вид:
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Ближайшая цель состоит в том, чтобы максимизировать гамильтониан по управлению. Здесь:

 ku.pp
u
H

−+=
∂
∂

21

Эта функция имеет максимум при:

.21

k
ppu +

=

С учетом ограничения (44) получаем оптимальное управление, которое  имеет вид:
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Сопряженная система имеет вид:
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=

(45.1)

(45.2)

(46)

(47)

(48)

(49)
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Нетрудно видеть, что ввиду положительности значений p1(T), p2(T) функции p1(t), p2(t) положительны при 
Tt ≤≤0 . Очевидно также, что каждая из производных ,/1 dtdp   dtdp /2  положительна при достаточно больших 

значениях параметра а и/или малых значениях параметра с и отрицательна в обратном случае. Следовательно, 
оптимальное управление, даваемое формулой (49), является неубывающим при достаточно высоких значениях 
параметра релаксации а и невозрастающим при достаточно малых его значениях. Тем самым модель данного 
раздела сохраняет основное свойство более простой модели, рассмотренной в предыдущем разделе.

Дадим содержательную трактовку полученным результатам. Из полученных формул для обеих рассмотренных 
моделей следует, что параметры влияют на оптимальную стратегию следующим образом: 

– параметр релаксации a: большие значения способствуют нарастающей кампании, малые значения — 
убывающей; 

– продолжительность противоборства T и интенсивность b вещания оппонирующей партии не влияет на 
выбор стратегии (при условии, что эта интенсивность является постоянной); 

– интенсивность передачи информации через межличностную коммуникацию (параметр c), численность 
социума, а также консолидированность группы параметр φmax: большие значения способствуют убывающей 
кампании, малые значения — нарастающей.

Информация распространяется через СМИ и путем межличностной коммуникации (слухов): от индивида 
к индивиду. При этом влияние информации на конкретного индивида после того, как он ее получит, постепенно 
уменьшается, поэтому он может быть «перевербован» более свежей информацией противника.

Соответственно, «нарастающая» кампания ориентирована на то, чтобы для большинства индивидов 
информация была получена непосредственно перед финишем, а впечатление от нее не успело ослабнуть. 
Оборотная сторона такой стратегии состоит в том, индивиды не успеют широко распространить полученную 
информацию «из уст в уста», ведь каждый акт межличностной коммуникации требует определенного времени. 
В противоположность этому, стратегия «убывающей» кампании подразумевает эффективную роль межличностного 
взаимодействия и основана на том, чтобы в самом ее начале убедить в своей позиции значительное количество 
индивидов, которые затем будут пересказывать ее другим. У этой стратегии также есть оборотная сторона: 
с течением времени интерес индивидов к данной позиции будет угасать, так что к концу кампании противник 
может «перевербовать» их за счет более интенсивного вещания. Таким образом, полученные в работе выводы не 
являются очевидными, но и не противоречат интуиции. 
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Моделирование и анализ динамики квази-2D-турбулентности 
в мелководных водоемах
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Аннотация
Введение. Работа посвящена изучению генерации и развития турбулентных структур в мелководных потоках. Для 
оптимального управления водным ресурсом необходимо знать, какие будут последствия при изменении системы 
течения в результате вмешательства человека. В основном все потоки жидкости, которые относятся к практике 
гражданского строительства, имеют турбулентный характер. Это, например, речные и русловые потоки, прилив-
ные течения в океанах и прибрежных морях. Неглубокие течения в окружающей среде часто включают в себя 
широкий диапазон масштабов вихрей, начиная от микромасштабных вихрей и заканчивая крупномасштабными 
когерентными структурами с горизонтальными масштабами длины, которые намного превышают глубину воды 
(L >> H). Существование таких крупных структур — типичная характеристика турбулентности при мелком тече-
нии. Это указывает на необходимость проведения системного анализа проблемы, а также моделирования подоб-
ных сложно формализуемых систем. Целью данной работы является моделирование и анализ динамики структур 
квази-2D-турбулентности.
Материалы и методы. Исследуются крупномасштабные квази-2D когерентные структуры (2DCS) в зависимо-
сти от источника и локализации в столбе жидкости. Рассматриваются турбулентные течения в канале, удовлетво-
ряющие несжимаемым уравнениям Навье-Стокса. Численный эксперимент выполнен на основе подхода «моде-
лирование крупных вихрей» (LES).
Результаты исследования. Построен сценарий динамики структур квази-2D-турбулентности береговой зоны. 
Предсказано формирование вихревых структур. 
Обсуждение и заключения. Развитие двумерной турбулентности в неглубоких потоках служит иллюстрацией про-
цессов, которые управляют квази-двумерной турбулентностью, включая слияние отдельных вихрей. Основным ме-
ханизмом, управляющим распадом 2DCS, являются потери энергии из-за трения о дно. При этом, чем больше раз-
мер вихря относительно глубины, тем быстрее происходит прямое рассеивание его кинетической энергии.
Ключевые слова: турбулентные структуры, мелководные потоки, крупномасштабные квази-2D когерентные 
структуры (2DCS), квази-2D-турбулентность, масштаб вихрей.
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Abstract
Introduction. The work is devoted to the study of the generation and development of turbulent structures in shallow-water 
flows. For optimal water resource management, it is necessary to know what the consequences will be if the flow system

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
MATHEMATICAL MODELLING

 С.В. Проценко, Е.А. Проценко, 2023

Научная статья

https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-52-59
mailto:eapros%40rambler.ru?subject=
https://rscf.ru/project/22-11-00295/�
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-52-59
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-52-59
mailto:eapros%40rambler.ru?subject=
https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.23947/2587-8999-2023-7-2-52-59&domain=pdf&date_stamp=25.06.2023
https://orcid.org/0000-0001-9656-8466
https://orcid.org/0000-0001-9656-8466
https://orcid.org/0000-0001-7911-3558
https://orcid.org/0000-0001-7911-3558


С.В. Проценко, Е.А. Проценко. Моделирование и анализ динамики квази-2D-турбулентности в мелководных водоемах

53

changes as a result of human intervention. Basically, all fluid flows that relate to the practice of civil engineering are 
turbulent in nature. These are, for example, river and channel flows, tidal currents in the oceans and coastal seas. Shallow 
currents in the environment often include a wide range of vortex scales, ranging from micro-scale vortices to large-scale 
coherent structures with horizontal length scales that far exceed the depth of water (L >> H). The existence of such large 
structures is a typical characteristic of turbulence in shallow flow. This indicates the need for a systematic analysis of the 
problem, as well as modeling of such complex formalized systems. The purpose of this work is to model and analyze the 
dynamics of quasi-2D turbulence structures.
Materials and Methods. Large-scale quasi-2D coherent structures (2 DCS) are investigated depending on the source and 
localization in the liquid column. Turbulent flows in the channel satisfying incompressible Navier-Stokes equations are 
considered. The numerical experiment was carried out on the basis of the “large eddy simulation” (LES) approach. 
The Results of the Study. Scenario of the dynamics of quasi-2D turbulence structures of the coastal zone is constructed, 
the formation of vortex structures is predicted. 
Discussion and Conclusions. The development of two-dimensional turbulence in shallow flows illustrates the processes 
that control quasi-two-dimensional turbulence, including the merging of individual vortices. The main mechanism 
controlling the decay of 2DCS is the loss of energy due to friction on the bottom, while the larger the size of the vortex 
relative to the depth, the faster the direct dissipation of its kinetic energy occurs.

Keywords: turbulent structures, shallow water channels, large-scale quasi-2D coherent structures (2PCS), quasi-2D 
turbulence, vortex scale.
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Введение. В контексте механики жидкости в окружающей среде можно констатировать, что практически все 
потоки жидкости имеют турбулентный характер. Обычно турбулентный поток содержит вихри, также называе-
мые «завихрениями», «когерентными структурами» или «структурами турбулентности». Это структуры динами-
ческой рециркуляции, возникающие в результате нестабильности внутреннего потока. Несмотря на то, что размер 
и границы отдельных вихрей обычно не могут быть выявлены однозначно, зачастую можно определить масшта-
бы длины и скорости для характеристики поведения различных типов вихрей в потоке, особенно доминирующих 
энергосодержащих крупных вихрей. Неглубокие течения включают широкий диапазон масштабов вихрей, вклю-
чая крупномасштабные когерентные структуры. Такие вихри часто наблюдаются в областях с большими пере-
падами горизонтальных скоростей или вблизи препятствий, где поток отделяется от стенки. 

Турбулентность мелкого течения, как и любая другая, в окружающей среде не может быть прямолинейно 
предсказана в деталях из-за ее хаотической природы. Требуется тщательная экспериментальная работа (полевые 
или лабораторные данные) и детальное численное моделирование, чтобы с некоторой точностью предсказать 
поведение турбулентности в реальных ситуациях. Это имеет практическое значение для улучшения понимания 
и моделирования крупномасштабной турбулентности на мелководье. Для оптимального управления водным ре-
сурсом необходимо с большой долей вероятности знать, какие последствия произойдут при изменении системы 
течения (включая турбулентность) в результате вмешательства человека.

Турбулентные потоки присутствуют в природе повсюду, неглубокие турбулентные потоки среди них образуют 
важную подгруппу. По сути, турбулентность — это хаотическое явление. Однако турбулентность при мелком
течении можно охарактеризовать как «организованный хаос». Организация в таких потоках видна благодаря тур-
булентным структурам с масштабами длины, обычно превышающими глубину воды, которые могут иметь отно-
сительно длительный срок существования.

Неглубокий поток определяется как трехмерный, одно измерение которого значительно меньше двух других 
измерений. В контексте гидромеханики окружающей среды этим меньшим измерением обычно является глубина 
воды. G. H. Jirka [1] описывает несколько механизмов, вызывающих крупномасштабные структуры турбулент-
ности, которые типичны для неглубоких течений. Такие крупные вихри имеют преимущественно двумерный 
характер. Их динамика существенно отличается от вихрей меньшего масштаба (L < H), которые имеют полностью 
трехмерный характер, т. е.: относительно короткое время жизни (T ≈ L/U), более слабая взаимная корреляция и 
непрерывная тенденция распадаться на более мелкие вихри. Хотя вся турбулентность в природе, по существу, 
трехмерна, турбулентность мелкого течения часто называют «квази-2D» [2]. G. H. Jirka [1] ввел аббревиатуру 
2DCS для обозначения крупномасштабных квази-2D когерентных структур. Очевидно, что 2D-объекты в потоке 
всегда сопровождаются трехмерными структурами меньшего масштаба. 

https://rscf.ru/project/22-11-00295/
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-52-59
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-52-59
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Обычно турбулентность вызывается сдвигом в направлении, перпендикулярном локальной скорости потока, 
в результате чего поток становится нестабильным. Происхождение такого бокового сдвига всегда можно про-
следить либо до трения о стенки (пристенная турбулентность), либо до поперечного градиента скорости внутри 
области (свободная турбулентность). Важным механизмом, ответственным за возникновение внутренних гра-
диентов скорости, является разделение потока. Разделение происходит, когда пограничный слой потока теряет 
контакт с соответствующей сплошной стенкой и отрывается от нее (рис. 1). Это может быть связано с геометриче-
скими причинами (например, поток не способен следовать сложной форме границы или плавно огибать угол) или 
по динамическим причинам (градиент давления в потоке нарушает равновесие локального пограничного слоя). 
Разделяющие потоки включают область сильного поперечного сдвига ниже по течению от места разделения, что 
приводит к большой интенсивности турбулентности и часто является областью рециркуляции потока [3–5]. 

Рис. 1. Цветосинтезированное изображение Таганрогского залива Азовского моря со спутника дистанционного 
зондирования Земли Landsat 8, разрешение 30 м

Неглубокие потоки, струи и перемешивающие слои — это три распространенных типа свободных, неглубо-
ких, сдвиговых потоков. В других случаях наличие боковых стенок приводит к тому, что разделяющий поток 
создает область рециркуляции. 

Материалы и методы
1. Мелководье и его влияние на турбулентность. Турбулентные течения в канале удовлетворяют несжимае-

мым уравнениям Навье-Стокса в консервативной форме [6]:
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где u — вектор скорости жидкости (в м/с); P — гидродинамическое давление (кг/мс2); ρ — постоянная плотность 
(пресная вода, 1000 кг/м3); ν — постоянная кинематическая молекулярная вязкость (10‒6 м2/с) и f — вектор силы 
тела на единицу массы (м/с2), что обычно составляет силу тяжести, { }.3,2,1,   ji ∈  Поле скоростей u называется 
свободным от дивергенции или соленоидальным. Силу тяжести тела можно устранить, включив ее в градиент 
давления. Если установим ( ) i3i xx gf ∂∂−=  (при ускорении силы тяжести g = 9,81 м/с2) и определим так называ-
емое, негидростатическое нормированное давление через 3x gP +ρ=ρ  (м2/с2), уравнение (2) можно переписать 
в виде:
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Уравнения (1) и (3) должны быть дополнены соответствующими начальными и граничными условиями. 
На непроницаемых твердых стенках физически выполняется граничное условие отсутствия скольжения, тогда 
как на поверхности (рассматриваемой либо как подвижная свободная поверхность, либо как жесткая крышка) 
действует условие свободного скольжения (в данном исследовании ветровыми и атмосферными воздействиями 
пренебрегают) [7–9].

(1)

(2)

(3)
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Движение жидкости индуцируется гидродинамическими градиентами давления, в то время как поле скоро-
стей постоянно деформируется под действием нелинейной адвекции импульса и вязкости. Когда уравнение (3)
записано в безразмерной форме, используя шкалу скоростей  U  и шкалу длин ,L  соотношение адвективных 
и вязких сил может быть выражено одним безразмерным параметром — числом Рейнольдса (Re):

 .
ν

Rе L U
=

Две особенности в уравнениях Навье-Стокса являются существенной причиной турбулентности. При больших 
значениях Re проблема течения может стать гидродинамически нестабильной и в конечном итоге проявлять 
хаотическое поведение. Действие вязких сил (в сочетании с граничными условиями отсутствия скольжения) 
вносит вращение (или завихренность) в поле скоростей, даже если исходное поле течения не содержало вращения. 
Вследствие наличия завихренности поле хаотического потока всегда будет содержать вихри или «завихрения» [10].

Из-за важной роли завихренности турбулентность, по сути, является трехмерным явлением. С физической 
точки зрения растущий хаос в турбулентных потоках иллюстрируется тем фактом, что вихри нестабильны 
и имеют тенденцию распадаться на более мелкие вихри. Это в основном означает, что турбулентная 
кинетическая энергия передается в сторону меньших масштабов, пока мельчайшие вихри не достигнут 
масштабов длины, при которых их энергия преобразуется в тепло под действием вязкости (так называемые 
масштабы Колмогорова). Этот продолжающийся выброс турбулентной кинетической энергии часто называют 
«3D-энергетическим каскадом» [11]. Поток энергии в сторону меньших масштабов длины часто оставляет 
свой след в спектре плотности энергии турбулентного движения. Что касается трехмерного энергетического 
каскада, спектр пространственной плотности энергии E (м3/с2) при малых масштабах изотропной турбулентности 
(инерционный диапазон) должен иметь следующий вид:

 ( ) ,т 3/53/2 −≈ kkE

где т (м2/с3) — скорость рассеивания энергии на единицу массы; а k (m – 1) — «волновое число», связанное 
с определенной шкалой длины турбулентности. Завихренность играет жизненно важную роль в механизме 
энергетического каскада. Это можно увидеть, взяв кривизну уравнения (3), которое дает уравнение завихренности:
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где ω (s − 1) — вектор завихренности. Это уравнение показывает, что материальная производная завихренности 
движущейся частицы жидкости определяется правой частью уравнения. Первый член описывает взаимодей-
ствие между полем завихренности и полем деформации скорости; второй — диффузию завихренности посред-
ством молекулярной вязкости [12–14].

Первый член отвечает за растяжение вихря и может быть переписан как:
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Если поле скоростей растянуть в направлении вектора локальной завихренности (т. е. по нормали к соответ-
ствующей плоскости вихря, (рис. 2 а)), локальная завихренность в этом направлении увеличится; кинетическая 
энергия вращения будет передаваться на более высокие частоты и, следовательно, в меньшие масштабы, как 
в пространстве, так и во времени. Этот механизм растягивания вихря отвечает за спектральный поток энергии 
в 3D-энергетическом каскаде.
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Рис. 2. 2D и 3D динамика вихря: a — в трехмерном пространстве вихри могут быть растянуты в направлении локального 
вектора завихренности, перпендикулярного плоскости вихря; б ― вихрь в двумерной плоскости не может быть растянут 

в направлении, перпендикулярном этой плоскости
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2. Теоретическое исследование динамики структур квази-2D-турбулентности. Несмотря на присущую 
турбулентности трехмерность, многие области турбулентного течения в природе ограничены вертикальным на-
правлением. Такой поток называется неглубоким; его крупномасштабная турбулентность часто рассматривается 
как квазидвумерная. Хотя 2D-турбулентность является contradictio in terminis, эта классификация все же имеет 
смысл, поскольку на практике динамика структур квази-2D-турбулентности может значительно отличаться от 
«нормальной» 3D-турбулентности. Это можно показать, обратившись к уравнению завихренности (6). В двух 
измерениях вектор скорости состоит только из одной компоненты и везде перпендикулярен двумерному полю 
скоростей (рис. 2 б). Однако растяжение двумерного поля скоростей невозможно в этом перпендикулярном на-
правлении. Следовательно, член растяжения вихря обращается в нуль, что приводит к:
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Остальные члены показывают, что теоретически завихренность является сохраняющейся величиной в 2D. 
Более того, из (8) следует, что общая энстрофия (мера количества кинетической энергии вращения) также при-
близительно сохраняется, за исключением небольшого квадратичного члена диссипации из-за вязкости:
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1 −ω=Ω si  — общая энстрофия. Принцип сохранения энстрофии аналогичен принципу сохранения энер-

гии: кинетическая энергия также сохраняется, за исключением квадратичного члена диссипации. Этот результат 
следует из умножения уравнения (3) на ui:
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1 smuE ik =  — полная кинетическая энергия. Следовательно, в пределе невязкости энергетиче-

ский баланс двумерного потока во времени и пространстве ограничен двумя законами сохранения (9) и (10) 
(вместо только (10) для 3D-случая). Сохраненные величины Ek и Ω могут быть записаны в спектральной форме:
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Следовательно, Ω может быть выражен как второй момент спектрального распределения кинетической энер-
гии. Это означает, что в двумерном потоке сохраняется не только общее количество кинетической энергии, но 
и ее дисперсия по всем масштабам длины. Этот факт подразумевает два одновременных энергетических ка-
скада. Предположим, что ситуация с двумерным потоком нарушается некоторым принудительным механизмом 
с характерным масштабом длины, тогда можно определить волновое число воздействия ,1−≈Lik при котором 
к системе добавляется кинетическая энергия. Комбинация законов сохранения (9) и (10) вызовет перераспре-
деление энергии: если кинетическая энергия передается от масштаба ki к более высоким волновым числам (малые 
масштабы) k > ki должен присутствовать компенсирующий поток энергии в направлении более низких волновых 
чисел (большие масштабы) k < ki  чтобы сохранить дисперсию. Этот перенос энергии в сторону большей длины 
и временных масштабов часто называют обратным рассеянием или обратным энергетическим каскадом. Рассмот-
рим спектральные формы для учета этих двух одновременных процессов:
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где т (м2/с3) — скорость рассеивания энергии; а η (s – 3) — скорость рассеивания энстрофии на единицу массы. 
Существование обратного энергетического каскада в области  k < ki  подразумевает, что после некоторой началь-
ной стадии кинетическая энергия имеет тенденцию концентрироваться в крупномасштабных вихрях, которые 
стабильны и не распадаются. Этот принцип часто называют «самоорганизацией».

В результате экспериментов и моделирования выявляются конкретные типы вихрей, можно выделить монопо-
лярные, дипольные и трехполярные вихревые образования. Эти конфигурации характеризуются тем фактом, что 
соседние двумерные вихри способны сосуществовать, когда они имеют противоположные знаки завихренности. 
С другой стороны, два монополярных двумерных вихря с одинаковым знаком завихренности способны объеди-
няться и образовывать новый, более крупный вихрь. Это явление известно как слияние вихрей, очень заметное
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и впечатляющее вследствие существования обратного энергетического каскада и естественный аналог механизма 
растяжения вихрей, который отвечает за их разрушение (рис. 3).

Результаты исследования 
Численное моделирование динамики структур квази-2D-турбулентности. Неглубокие турбулентные тече-

ния проявляют множество двумерных характеристик, что называется квазидвумерным поведением потока. Хотя 
в неглубоком потоке механизм растягивания вихря не исключен полностью, он, по крайней мере, сильно затруд-
нен в вертикальном измерении. Если в неглубоком потоке присутствуют крупномасштабные квази-двумерные 
когерентные структуры, часто наблюдается, что они довольно стабильны и лишь слабо диссипативны. 

Типичная квази-2D задача, характеризуется как небольшой 3D-турбулентностью, так и 2DCS. Последние 
представляют собой хорошо различимые крупномасштабные структуры, которые остаются нетронутыми в тече-
ние относительно длительного времени во время прохождения через область потока. 

Пример слияния вихрей при 2D-моделировании крупных вихрей (LES) приведен на рис. 3, который демон-
стрирует графики контуров завихренности при четырех стадиях процесса слияния. 
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Рис. 3. Результаты двумерного моделирования LES слияния вихрей из-за существования обратного 
энергетического каскада: графики контуров завихренности

Термин «когерентные структуры» используется для рассмотрения связанных крупномасштабных турбулент-
ных масс жидкости, которые равномерно распространяются по всей глубине воды и содержат фазово-корре-
лированную завихренность, за исключением тонкого придонного пограничного слоя. В случае внутренней не-
устойчивости при поперечном сдвиге разделения не происходит: из-за разницы боковых скоростей возникнут 
гидродинамические неустойчивости, которые постепенно перерастут в 2DCS. Различия в боковой скорости могут 
быть вызваны, например, слияниями рек или различиями в глубине и неровностях (сложные каналы).

Обсуждение и заключения. Во всех случаях генерация и развитие последовательностей 2DCS требует опре-
деленного времени прохождения и определенного пространственного расстояния от их источника. Выделяют три 
различных региона развития 2DCS, основываясь на соотношении расстояния распространения вихря x и глуби-
ны воды H. В области «ближнего поля» ( 1  /  Hx < ) преобладает трехмерная мелкомасштабная турбулентность, 
но присутствующий средний поперечный сдвиг обычно двумерный, главным образом из-за формы геометрии. 
В «дальнем поле»  )10  /(  Hx > 2DCS хорошо развиты в горизонтальном направлении и, в конечном итоге, рас-
сеиваются из-за трения о дно. И средний поток, и крупномасштабная турбулентность имеют ярко выраженный 
2D-характер. «Среднее поле»   )10  /  1( << Hx  характеризуется взаимодействием между растущими 2DCS, средним 
потоком и 3D-турбулентностью дна, что приводит к эффектам среднего вторичного потока и 3D-эффектам внутри 
2DCS, например, областям восходящего и нисходящего потоков жидкости.

Развитие двумерной турбулентности в неглубоких потоках часто служит хорошей иллюстрацией процессов, 
которые управляют квази-двумерной турбулентностью, включая слияние отдельных вихрей. 2DCS обычно ра-
стут при движении в направлении вниз по течению. В конечном счете 2DCS будут распадаться в области даль-
него поля. Основным механизмом, управляющим этим распадом, являются потери энергии из-за трения о дно. 
Чем больше размер вихря относительно глубины, тем быстрее происходит прямое рассеивание его кинетической 
энергии. Этот факт ограничивает максимальный размер вихря λ, который может быть обнаружен в реальных неглу-
боких потоках. В случаях очень мелкого течения даже образование 2DCS уже может быть подавлено трением о дно.

Среди множества конфигураций неглубокого потока, которые могут содержать 2DCS, выделяют несколько 
основных типов: следы, сетчатая турбулентность, струи и слои смешивания. Эти базовые конфигурации, осно-
ванные на общих исследованиях 3D-турбулентности, имеют свои аналоги в теории неглубокого течения. В трех-
мерных случаях режим турбулентности этих типов потоков определяется соотношением между адвективными 
и вязкими силами, которое выражается числом Рейнольдса (Re). В соответствующих квази-двумерных случаях 
донное трение важнее молекулярной вязкости, следовательно, поведение этих неглубоких течений определяется 
соотношением между горизонтальным поперечным сдвигом и донным трением. Эти две величины, соответствен-
но, определяют производство и рассеивание кинетической энергии 2DCS.
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Моделирование движения автомобильного транспорта 
с использованием макро- и микроскопических моделей
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Аннотация
Для эффективного регулирования дорожного движения на магистралях и сетях современных мегаполисов не-
обходимо внедрение Интеллектуальных транспортных систем, включающих в себя множество инновационных 
решений, в частности, математические модели описания динамики транспортных потоков.
Статья кратко описывает современное состояние транспортных систем и их развитие: от простейших макроско-
пических и микроскопических моделей, ставших классическими, до современных разработок. 
Особое внимание уделяется разработанным авторами статьи оригинальным многополосным моделям в рамках 
обоих подходов. Макроскопическая модель основана на квазигазодинамическом подходе, а микроскопическая 
использует идеологию клеточных автоматов и является обобщением модели Нагеля-Шрекенберга на многопо-
лосный случай.
Кратко описывается различие в способе представления и математическом аппарате для макроскопического и ми-
кроскопического описания транспортных потоков. Дальше следует обзор основных моделей на разных этапах их 
развития, принадлежащих зарубежным и российским авторам.
Рассматривается трехфазная теория Бориса Кернера и модели, построенные в рамках этой теории.
Приводятся примеры современного программного обеспечения для транспортного моделирования.
Кратко описывается оригинальная квазигазодинамическая модель транспортных потоков, использующая прибли-
жение сплошной среды и построенная по аналогии с известной моделью газовой динамики. Благодаря введению 
скорости перестроения модель обобщена на многополосный случай.
Описывается оригинальная микроскопическая модель, основанная на теории клеточных автоматов, которая яв-
ляется обобщением модели Нагеля-Шрекенберга на многополосный случай. Модель получила дальнейшее раз-
витие путем учета различных водительских стратегий и поведенческих аспектов.
В статье представлен краткий обзор состояния в области математического моделирования транспортных потоков, 
а также представлены оригинальные макроскопическая и микроскопическая модели, разработанные авторами 
для случая многополосного движения.

Ключевые слова: математическое моделирование, транспортные потоки, микроскопические и макроскопиче-
ские модели, клеточные автоматы, многополосное движение.
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Simulation of Vehicular Traffic using Macro- and Microscopic Models
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Abstract
To effectively regulate traffic on highways and networks of modern megacities, it is necessary to introduce Intelligent 
Transport Systems, which include many innovative solutions, in particular, mathematical models for describing the 
dynamics of traffic flows.
The article is devoted to a brief description of the current state in this area in its development — from the simplest 
macroscopic and microscopic models that have become classic to modern developments.
Special attention is paid to the original multilane models developed by the authors of the article within both approaches. 
The macroscopic model is based on the quasigasdynamic approach, while the microscopic one uses the ideology of 
cellular automata and constitutes a generalization of the Nagel-Schreckenberg model for the multilane case.
The difference in the representation method and the mathematical apparatus for the mac-roscopic and microscopic 
description of traffic flows is briefly described, followed by the review of the main models at different stages of their 
development, presented by foreign and Russian authors.
Special attention is paid to the three-phase theory of Boris Kerner and models built in the framework of this theory.
Examples of modern software for traffic modeling are given.
The original quasigasdynamic model of traffic flows, which uses the continuum approximation and is constructed by 
analogy with the well-known model of gas dynamics, is briefly described. Due to the introduction of the lateral speed, the 
model is generalized to the multilane case.
An original microscopic model based on the cellular automata theory and representing a generalization of Nagel-
Schreckenberg model for the multilane case is described. The model has been further developed by taking into account 
various driving strategies and behavioral aspects.
The article presents a brief overview of the state of the art in the field of mathematical modeling of traffic flows, as well 
as original macroscopic and microscopic models developed by the authors for the case of multilane traffic.
Keywords: mathematical modeling, traffic flows, microscopic and macroscopic models, cellular automata, 
multilane traffic.
For citation. Trapeznikova MA,  Chechina AA, Churbanova NG. Simulation of vehicular traffic using macro- and 
microscopic models. Computational Mathematics and Information Technologies. 2023;7(2):60–72. https://doi.
org/10.23947/2587-8999-2023-7-2-60-72

Мировой опыт показывает, что в крупных городах необходимо внедрение Интеллектуальной транспортной 
системы (ИТС) для эффективного строительства новых транспортных сетей со сложной многоуровневой струк-
турой, а также для оперативного регулирования на них дорожного движения. ИТС представляет собой совокуп-
ность систем, основанных на информационных, коммуникационных и управленческих технологиях, встроенных 
в транспортные средства и дорожную инфраструктуру. Она сочетает в себе множество инновационных решений: 
от математических моделей и методов описания трафика до систем поддержки принятия решений по управлению 
трафиком, не говоря уже о технических и инженерных аспектах. 

Предлагаемая статья посвящена краткому описанию классических и современных тенденций в области ма-
тематического моделирования автотранспортных потоков. Рассматриваются два основных направления в этой 
области: макроскопические и микроскопические модели. 

Приводится также обзор готовых программных средств для моделирования потоков автомобильного транспорта.
Отдельное внимание уделяется разработанным авторами статьи оригинальным многополосным моделям 

в рамках обоих подходов. Макроскопическая модель рассматривает транспортный поток как движение слабос-
жимаемого газа и использует идеологию кинетически-согласованных разностных схем и квазигазодинамической 
(КГД) системы уравнений [1]. В последнее время появилась современная вычислительная техника сверхвысокой 
производительности и значительно возросла популярность микроскопических моделей. Однако, благодаря своей 
экономичности, и макроскопические модели не теряют актуальности при определении основных характеристик 
дорожного движения, необходимых для транспортного планирования.

Оригинальная микроскопическая модель основана на теории клеточных автоматов (Cellular Automata — CA), 
адаптированной к моделированию потоков транспорта на многополосных магистралях и основных элементах 
улично-дорожной сети (УДС) [2]. Этот подход позволяет учитывать многие технические параметры автомобилей 
и особенности поведения водителей. Такие модели могут включать подробное описание движения автомобилей 
на перекрестках и в местах сужения дорог, обгона и перестроения, обеспечивая высокую степень соответствия 
модели реальной ситуации.
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Оба предложенных подхода обладают внутренним параллелизмом и подходят для быстрых и эффективных 
расчетов на суперкомпьютерах даже для моделирования крупномасштабных дорожных сетей с несколькими мил-
лионами транспортных средств.

В настоящее время теория транспортных потоков является самостоятельным научным направле-
нием, в основе которого — так называемая физика транспортных потоков — математическое и имита-
ционное моделирование. Математические модели трафика используются как в исследовательской, так 
и в практической деятельности для обоснования планирования и принятия управленческих решений 
в транспортной отрасли.

Моделирование автотранспортных потоков начало развиваться в США с 30-х годов 20-го столетия. Но в связи 
с возрастающим повсюду объемом транспортных перевозок, а также все более доступной компьютеризацией, 
в 1990-е годы эта область стала притягивать все больше внимания. Возникло два основных направления этого 
развития: макроскопическое моделирование и микроскопическое моделирование, которые различаются по спосо-
бу представления реальной действительности, и по своему математическому описанию. 

В первом случае движение транспорта использует приближение сплошной среды и рассматривает поток 
автомобилей аналогично потоку слабосжимаемого газа. Основные исследуемые величины: поле плотности 
(количество автомобилей на единицу длины дороги и на дорожную полосу) и поле средней скорости, а так-
же поток (количество автомобилей, проехавших заданную точку на дороге в единицу времени). Модель со-
стоит из системы дифференциальных уравнений в частных производных и решается хорошо известными 
конечно-разностными методами.

В случае микроскопического моделирования предметом исследования является движение одного отдельно 
взятого автомобиля и его взаимодействие с остальными участниками движения, реакция на окружающую обста-
новку и на её возможные изменения этой обстановки.

Такие модели описываются, как правило, обыкновенными дифференциальными уравнениями, для решения кото-
рых также существуют известные численные методы, например, метод Рунге-Кутты второго или четвертого порядков.  

Макроскопическими моделями удобно описывать достаточно плотный поток автотранспорта, когда все води-
тели вынуждены придерживаться одинаковых стратегий и ехать приблизительно с одной скоростью. С помощью 
таких моделей обычно исследуют общие закономерности движения транспорта. Микроскопические модели по-
зволяют более детально рассматривать движение транспортной единицы «водитель-автомобиль». При этом учи-
тываются не только характеристики самого автомобиля, но и поведенческие особенности водителя, а возможно 
даже и его психологический тип. С помощью таких моделей можно описывать не только разреженный поток, но 
и плотный поток автотранспорта благодаря сегодняшним вычислительным возможностям.

Одна из первых простейших моделей макроскопического типа — модель Лайтхилла-Уизема-Ричардса 
(LWR) [3]. Она характеризуется единственным динамическим уравнением, являющимся следствием закона сохра-
нения числа автомобилей:

где ρ — плотность автомобильного потока; Qe — равновесный поток.
В данной модели предполагается, что поток или средняя скорость всегда находятся в локальном равновесии 

относительно действительной плотности и мгновенно меняются вместе с ней, то есть возникают неоправданно 
высокие ускорения: V = Ve (ρ), Q = Qe (ρ). Модели такого типа, ввиду отсутствия конечного ускорения, не могут 
описывать рост волн трафика и неустойчивость транспортного потока.

На следующем этапе появились модели, включающие в себя помимо уравнения неразрывности второе ди-
намическое уравнение — уравнение ускорения, которое описывает локальное ускорение как функцию от плот-
ности, скорости, их градиентов и других возможных внешних факторов. Такой класс моделей известен как класс 
моделей второго порядка, в отличие от моделей LWR, которые называются моделями первого порядка.

В книге [4] приводится модель Пэйна [5], для которой уравнение ускорения имеет вид:

с постоянным временем релаксации τ и модель Кернера-Конхойзера [6]:

Здесь вводится аналог звуковой скорости  ±c0 и динамическая вязкость η. Эта модель чисто феноменологическая.
Модели Пэйна и многим впоследствии предложенным моделям второго порядка, в том числе с диффузионны-

ми поправками, присущи некоторые недостатки. В частности, при сильных пространственных неоднородностях 
начальных условий могут возникать отрицательные значения скоростей,  плотности, превышающие максимально 
допустимые, а также, согласно этим моделям, на движение автомобиля заметное влияние оказывают автомоби-
ли, находящиеся сзади, что в случае одной полосы нереалистично. В дальнейшем много усилий было потра-
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чено на то, чтобы сделать макромодели анизотропными, то есть в соответствии с этими моделями автомобили 
должны реагировать только на ситуацию перед ними. Наиболее известные модели, решающие перечисленные 
проблемы, — модели Ава-Раскла [7] и Занга [8].

В рамках микроскопического подхода наиболее простой явилась модель следования за лидером [9], которая 
могла воспроизводить только основные детали и особенности потоков транспорта. Простейшим представителем 
этого класса является непрерывная по времени модель оптимальной скорости:

которая описывает адаптацию действительной скорости автомобиля v к оптимальной скорости vopt(s) за временной 
масштаб, задаваемый временем адаптации τ. Ее аналогом является дискретная по времени модель Нюэлла [10]:

Еще одним интересным примером простейшей модели следования за лидером является модель Пайпса [11],  
основанная на правиле безопасного вождения, разработанном в Калифорнии: «правило для следования за впере-
ди идущим транспортным средством на безопасном расстоянии состоит в том, чтобы держать расстояние между 
вашим автомобилем и автомобилем впереди вас не меньше, чем наименьшая длина автомобиля на каждые десять 
миль в час от скорости, с которой вы путешествуете». В переводе на математический язык эту модель можно 
сформулировать следующим образом:

здесь si(t)  — зазор между текущим и впереди идущим автомобилями, а li — длина i-ого автомобиля.
Дальнейшим развитием моделей следования за лидером явились модели разумного водителя 

(Intelligent Driver Model, IDM). Непрерывная по времени IDM — это самая простая полная и безаварийная мо-
дель, дающая реалистичные профили ускорения и правдоподобное поведение во всех однополосных транспорт-
ных ситуациях. Наиболее известной моделью этого класса является модель Трайбера [12], которая демонстрирует 
реалистичное поведение при разгоне и торможении.

Отдельно следует отметить микроскопические модели Пригожина, основанные на кинетической теории Боль-
цмана [13, 14]. В модели вводится функция типа функции распределения в кинетической теории f(x,u,t), которая 
обозначает число автомобилей, находящихся в момент времени t в точке пространства между x и x+dx и имеющих 
скорость между u и u+du. Вводится также понятие желаемого распределения, которое является идеализацией той 
цели, к которой стремится данный транспортный поток. Реальное и желаемое распределения могут различаться 
по различным многим причинам: дорожные условия, погодные условия, взаимодействие с другими автомобиля-
ми и т. д. Сами по себе эти причины могут также меняться со временем и, следовательно, реальное распределение 
будет приближаться к желаемому за какое-то время релаксации. На основе этих предположений для реального 
распределения записывается уравнение типа уравнения Больцмана:

где         — переход реального распределения к желаемому при отсутствии взаимодействия автомобилей, 

а изменение реального распределения, возникающее из-за взаимодействий между автомобилями, —                 .

Члены в правой части могут задаваться различными способами, функция распределения также может иметь 
более сложный вид. Благодаря этому существует достаточное число разновидностей данной модели: например, 
в модели Павери-Фонтана [15] в дополнение к реальной вводится «желаемая» скорость данного автомобиля. Под-
ход Пригожина был впоследствии развит в работах Хельбинга и др. [16, 17].

В дальнейшем модели обоих макро- и микроскопического типов развивались в направлении учета человече-
ского фактора. Появились модели с безопасной скоростью движения [18], неравновесные модели с реалистичным
ускорением [19], модели, описывающие движение на сложных дорожных развязках [20, 21], описывающие сме-
шанные потоки, состоящие из неоднородных транспортных средств [22, 23] и т. д.

Современные исследования динамики транспортных потоков идут, в основном, по пути усложнения уже су-
ществующих моделей. Можно привести, например, публикации [24–26], посвященные макроскопическим моде-
лям гидродинамического типа.
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В области микроскопического моделирования в последнее время быстро развивается отдельное специфиче-
ское направление, использующее теорию клеточных автоматов (Cellular Automata — CA). Эти модели можно раз-
делить на две группы: детерминистические и стохастические. Примером детерминистической модели является 
Правило 184 Вольфрама. Данная модель относится к классу элементарных клеточных автоматов. Это группа из 
256 (

322 ) одномерных моделей с числом соседей 3, их можно найти в Атласе Вольфрама [27].
Одна из первых реалистичных стохастических моделей транспортных потоков — широко известная модель 

Нагеля-Шрекенберга [28]. Эта модель требует подробного рассмотрения, поскольку на ней основаны многие со-
временные модели, развиваемые исследователями во всем мире.

Трасса в модели Нагеля-Шрекенберга представляется в виде одномерной решетки, каждая ячейка которой мо-
жет быть либо пустой, либо содержать частицу, обозначающую транспортное средство. Частицы перемещаются 
из одной ячейки в другую (свободную) в одном направлении. В случае однополосного движения они не могут 
обгонять друг друга. Вся система — пространство, время, скорость — дискретна. Скорость показывает, на сколь-
ко ячеек автомобиль перемещается за один шаг по времени. Ускорение происходит мгновенно между шагами. На 
каждом шаге по времени происходит обновление состояния системы по определённым правилам:

1. Ускорение. Скорость автомобиля i увеличивается на единицу, если максимальная разрешенная скорость не 
достигнута: Vi → min (Vi +1, Vmax).

2. Торможение. Скорость автомобиля уменьшается на единицу, если есть угроза столкновения с впереди иду-
щим автомобилем: Vi → min (Vi, Di – 1), где Di — расстояние до впереди идущего автомобиля.

3. Случайные возмущения. Если скорость автомобиля положительна, то она может быть уменьшена на едини-
цу с некоторой вероятностью: Vi → max (Vi – 1, 0) с вероятностью p.

4. Движение. Каждый автомобиль продвигается вперед на количество ячеек, соответствующее его новой ско-
рости после выполнения предыдущих шагов: Xi → Xi + Vi.

Для упрощения записи считаем, что скорость и расстояние измеряются в ячейках, а время безразмерно. По 
этой причине величины можно складывать, вычитать и сравнивать друг с другом.

На сегодняшний день существуют более сложные и детальные CA модели. В статье [29] приведено интерес-
ное обобщение теории клеточных автоматов на случай морских перевозок в применении к морскому транспорту. 
В этом случае правила дискретизации по пространству дополняются правилами картографирования. Авторы ста-
тьи [30] исследуют пропускную способность автомагистрали с двумя въездами и одним промежуточным съездом 
между ними также с использованием модели клеточных автоматов. Целью исследований является максимиза-
ция пропускной способности системы путем установления оптимального потока для двух въездов. В работе [31] 
представлена надежная при численной реализации модель клеточных автоматов, ориентированная на то, чтобы 
точно воспроизводить замедление и ускорение в соответствии с реалистичными реакциями водителей, когда рас-
сматриваются транспортные средства с различными возможностями замедления.

При помощи клеточных автоматов можно моделировать большие сети дорог. В качестве примера приведем 
модель, созданную А.П. Буслаевым [32] и коллегами в МАДИ. В основе их подхода — кольцевые структуры из 
клеточных автоматов с общими ячейками, за которые происходит конкуренция. Подобные структуры колец могут 
иметь различную топологию, движение по ним имитирует движение по УДС с перекрестками.

В начале 2000-х годов появилась альтернативная теория транспортных потоков, а именно была предложена 
трехфазная теория Бориса Кернера. Первые работы относятся к 2002-му году, однако, основные положения те-
ории были сформулированы позже в книгах [33] и [34]. В отличие от прежних теорий, где рассматривались две 
основные фазы транспортных потоков (свободное движение и плотный поток), автор рассматривает существова-
ние трех фаз: свободный поток, синхронизованное движение и широкий движущийся кластер, то есть в плотном 
потоке выделяются две фазы. Это дает возможность предсказать и объяснить эмпирические свойства перехода от 
свободного к плотному потоку, а также особенности образующихся пространственно-временных структур тра-
фика. Сам автор называет свою теорию эмпирической, качественной, основанной на данных наблюдений, что до-
пускает создание различных математических моделей в рамках этой теории. Автором и другими исследователями 
были созданы модели на основе клеточных автоматов [35, 36]. В частности, в модели Кернера-Кленова [37, 38] 
для соответствия теории трех фаз вводятся понятия переускорения и расстояния синхронизации. Благодаря мате-
матическому описанию стохастического переускорения с задержкой и эффекта адаптации внутри синхронизован-
ного потока, в разработанной модели переход от свободного к плотному потоку — это F → S переход (согласно 
теории трех фаз Кернера) в метастабильном свободном потоке, что наблюдается во всех эмпирических данных. 
Также Кернером и Кленовым была предложена детерминистическая модель [39]. В работах [40, 41] предложены 
варианты макроскопических моделей, реализующих трехфазную теорию.

Вообще, модели, соответствующие теории трех фаз Кернера, характеризуются способностью описывать не-
устойчивости, неизбежно возникающей в реальном трафике. Такие модели демонстрируют один из основных 
тезисов теории трех фаз: переходы между фазами от свободного потока к синхронизированному и от синхрони-
зированного — к широким движущимся кластерам могут происходить под влиянием случайных процессов и при 
различных значениях потока, а не быть привязанными четко к конкретному его значению потока. Большинство 
существующих на сегодняшний день моделей не обладают этим свойством. 
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В настоящее время теория трёх фаз приобретает всё больше последователей, о чём свидетельствует мно-
жество публикаций, например, [42, 43]. В статье [44] представлена недавно модифицированная модель KKW 
(Kerner-Klenov-Wolf), включающая различные типы транспортных средств. Вводится переменная чувствитель-
ность водителя к колебаниям скорости. Делаются выводы о влиянии изменения скорости одного или нескольких 
транспортных средств на общую скорость потока при различной интенсивности начального потока.

Отечественные разработки в области транспортного моделирования соответствуют основным мировым тенден-
циям. Выше были упомянуты работы по сетям Буслаева, проводимые в МАДИ, там же исследуются стохастические 
модели, а также применение теории массового обслуживания для решения транспортных проблем. В МФТИ со-
вместно с зарубежными коллегами активно ведутся исследования на основе теории трех фаз Кернера, развиваются 
модели клеточных автоматов [35, 37–39], модели гидродинамического типа [45, 46], имитационные модели, разраба-
тываются численные методы поиска равновесий в больших транспортных сетях [47]. Следует отметить работы кол-
лектива авторов из МГУ им. М. В. Ломоносова [48, 49], посвященные вопросам организации дорожного движения 
и исследованию нестабильности потоков на основе гидродинамических моделей. Решением задач оптимального 
управления транспортными потоками на УДС [50], в том числе с применением генетических алгоритмов, активно 
занимаются в ФИЦ «Информатика и управление» РАН. Двумерная квазигазодинамическая модель транспортных 
потоков и многополосная CA модель, разработанные в ИПМ им. М. В. Келдыша РАН, представлены ниже.

На сегодняшний день существует огромное количество программных решений для транспортного моделиро-
вания. Пакеты, обзор которых дан в сборнике [51], продолжают развиваться. Наиболее известными среди коммер-
ческих пакетов являются: 

– PTV Vision Traffic Suite [52];
– Aimsun (TSS-Transport Simulation Systems) [53].
Имеется также свободное программное обеспечение с открытым исходным кодом, например:
– MATSim [54, 55];
– Eclipse SUMO [56, 57].
PTV Vision Traffic Suite включает продукты: 
– PTV Visum (стратегическое планирование, расчет спроса на транспорт, анализ транспортной сети городов, 

мегаполисов, стран и регионов на основе макромоделирования); 
– PTV Vissim (имитационное моделирование дорожного движения, проверка гипотез по организации дорож-

ного движения); 
– PTV Viswalk (имитационное моделирование пешеходных потоков, планирование массовых мероприятий, 

разработка эвакуационных планов); 
– PTV Vistro (работа на сетевом уровне, учитывая сразу несколько видов пересечений — регулируемых и не-

регулируемых, оптимизации режимов регулирования).
Aimsun в настоящее время превратился из микросимулятора в полностью интегрированное приложение для 

моделирования дорожного движения, которое объединяет прогноз спроса на поездки, макроскопические функ-
ции и мезоскопический-микроскопический гибридный симулятор.

Продукты PTV и Aimsun реализованы для операционной системы Windows.
MATSim основан на мультиагентном подходе для крупномасштабного транспортного моделирования, состоит 

из нескольких модулей, которые можно комбинировать или использовать по отдельности. Модули могут быть за-
менены пользовательскими реализациями.

SUMO является академической разработкой для моделирования транспортных систем, включающих авто-
мобили, общественный транспорт и пешеходов. Программы основаны на микроскопическом подходе. В состав 
SUMO входит множество вспомогательных инструментов, которые автоматизируют основные задачи и позволя-
ют осуществлять импорт сети, расчет маршрута, визуализацию, а также расчет выбросов загрязняющих веществ 
и расчет шума. SUMO можно дополнить настраиваемыми моделями и предоставить интерфейсы для удаленно-
го управления моделированием. Отличительные черты SUMO — переносимость (portability) и расширяемость 
(extensibility). Разработаны версии пакета для ряда популярных операционных систем, в частности, для Linux.

Отметим, что существуют также программные пакеты для реализации концепции BIM, 3D моделирования 
и создания цифровых двойников в области комплексного проектирования дорог и транспортной инфраструктуры, 
в частности, продукты компании Bentley Systems [58], среди которых OpenRoads и OpenCities Planner.

Таким образом, в мире накоплен уже достаточно большой опыт по моделированию транспортных потоков, 
разработаны эффективные программные средства, которые становятся неотъемлемой частью как краткосрочного, 
так и долгосрочно транспортного планирования, закладывают основу интеллектуальных транспортных систем.

Как упоминалось выше, многие модели макроскопического типа описывают движение автотранспорта по 
аналогии с газодинамическим течением. Следовательно, основой моделей служит система уравнений газовой 
динамики. Авторами данной статьи некоторое время назад была разработана двумерная многополосная макро-
скопическая модель для описания транспортных потоков, построенная по аналогии с КГД системой уравнений [59]. 
КГД система была создана для описания газодинамических течений в широком диапазоне чисел Маха, в том 
числе хорошо зарекомендовала себя при моделировании существенно дозвуковых течений. Поэтому естественно 
было использовать ее при построении модели транспортных потоков в приближении сплошной среды. Уравнения 
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КГД системы, в отличие от традиционных газодинамических уравнений, содержат в правой части дополнитель-
ные диффузионные члены. В случае транспортных потоков их можно рассматривать как естественную вязкость, 
позволяющую сглаживать решения при больших градиентах и реализовывать численные алгоритмы сквозным 
счетом, без выделения особенностей. 

Отличительной чертой многополосной модели является наличие в системе уравнения для «поперечной» 
компоненты скорости, которая имеет смысл скорости перестроения из полосы в полосу. Поэтому модель мо-
жет быть использована для моделирования движения по трассе с учетом ее реальной геометрии. Многопо-
лосность и изменение числа полос учитывается путем задания конкретной вычислительной области, а не при 
помощи источников в правых частях уравнений. Подробное описание КГД модели транспортных потоков со-
держится в работах [1, 60, 61]. Система уравнений предложенной модели выглядит следующим образом:

Здесь использованы следующие обозначения: ρ — плотность транспортного потока; U — продольная, вдоль 
дороги, компонента скорости; V — поперечная компонента скорости (скорость перестроения);                       —
аналог давления; f = a·ρ — сила ускорения или замедления, где a = (Ueq – U) / T — ускорение. 

Равновесная продольная скорость вычисляется согласно параболической фундаментальной диаграмме:

                                     можно рассматривать как время релаксации. Уравнения также дополняет ряд феноме-
нологических констант.

Приведенная система содержит уравнение для поперечной скорости, аналогичное уравнению продольной 
скорости. Однако проведенные тестовые расчеты показали, что более удобным является использование вместо 
дифференциального уравнения (3) алгебраического уравнения:

где первое слагаемое соответствует желанию водителя ехать с большей скоростью, второе — желанию ехать по 
полосе с меньшей плотностью и третье — достичь определенной цели. Здесь  ku, kρ, kdes — константы; (xdes, ydes)  — 
координаты цели водителя. Использование уравнения (4) упрощает процесс решения и повышает устойчивость 
разностной схемы.

Следует отметить, что в некоторых случаях неоднородной, но не очень сложной трассы качественно верные 
результаты можно получить при помощи одномерной КГД модели [60, 62]:
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В этих уравнениях, записанных в консервативной форме, транспортный поток: Q = ρ·U. Источниковые члены 
в правой части Fρ  и  FU  равны нулю на однородной дороге и не равны нулю, если есть въезды или съезды с ос-
новной дороги или есть изменение числа полос.

Предлагаемые модели численно реализуются с помощью конечно-разностных схем. Система аппроксимиру-
ется явными разностными схемами второго порядка по пространству. Отметим, что структура явного вычисли-
тельного алгоритма хорошо ложится на архитектуру многопроцессорных вычислительных систем с распреде-
лённой памятью и при необходимости выполнения большого объема вычислений может быть распараллелена 
с достаточно высокой эффективностью [62, 63].

Вторая модель, предложенная авторами ранее и являющаяся перспективной для реализации в интерактивной 
программе, — это многополосная модель, использующая идеологию клеточных автоматов. Подробное описание 
этой модели изложено в работах [2, 60, 64]. Здесь опишем ее кратко.

Расчетная область представляет собой двумерную решетку. Количество ячеек в поперечном направлении со-
ответствует количеству полос на рассматриваемом участке магистрали, а ширина ячейки равна ширине реальной 
дорожной полосы (рис. 1).  

Рис. 1. Расчетная область в модели СА

Количество ячеек вдоль дороги зависит от конкретной задачи с учетом того, что продольный размер ячейки 
равен средней длине автомобиля плюс ширина зазора между автомобилями при максимальной плотности по-
тока, то есть, в «пробке». В литературе приводится длина 7,5 м как стандартная величина ячейки для легковых 
автомобилей. Время в таких моделях дискретно, система обновляется на каждом шаге по времени. При стандарт-
ных расчетах этот шаг равен 1 с, хотя в более развитых и реалистичных моделях эта величина может меняться. 
В каждый момент времени ячейки решетки могут находиться в одном из двух состояний: ячейка либо занята 
(что соответствует присутствию в ней автомобиля), либо пуста. На рис. 1 показано состояние расчетной области 
в некоторый момент времени. Разный цвет элементов движения соответствует разным выбранным целям. В сле-
дующий момент времени происходит обновление состояния ячеек в два этапа по определенным правилам.

На первом этапе каждый водитель проверяет, хочет ли он перестроиться в соседнюю полосу и имеет ли для 
этого возможность. Он перестраивается, если:

– это необходимо для достижения его цели (например, подъехать к выезду с дороги) или необходимо объехать 
препятствие;

– он получает преимущество после перестроения — едет с большей скоростью или с меньшей плотностью;
– для перестроения есть возможность — перестроение разрешено и соседняя ячейка пуста;
– выполнены условия безопасности.
После выбранного решения относительно перестроения и выполненного в соответствии с этим действия про-

исходит движение вперед по выбранной полосе по правилам однополосного движения Нагеля-Шрекенберга [28], 
приведённым в разделе 1 данной статьи.

Следует отметить, что здесь описана первоначальная, простейшая версия стратегии перестроения. В более 
сложных модификациях модели [65] правила перестроения зависят от типа дорожного элемента (X-образный 
перекрёсток, T-образный перекрёсток, разворот, участок с сужением/расширением и т. д.), дорожных знаков 
и разметок. Учитываются также различные водительские стратегии и поведенческие аспекты. В модель введены 
понятия «агрессивный», «осторожный», «вежливый» водитель. Процентные соотношения того или иного типа 
водителей могут меняться в процессе расчета. Также разработан алгоритм «медленный старт».

Для реализации модели разработан программный комплекс CAM-2D [66], имеющий помимо вычислительных 
модулей интегрированный web-интерфейс и модуль визуализации. Параллельная версия предназначена для рас-
чётов дорожных сетей на CPU многопроцессорных систем с использованием технологии MPI [62, 63].

В статье представлен обзор работ в области моделирования транспортных потоков, охватывающий широ-
кий спектр подходов — макро- и микроскопические модели, а также модели клеточных автоматов. Отдельное 
внимание уделено оригинальным разработкам авторов статьи как в области макроскопического, так и в области 
микроскопического (а именно, клеточных автоматов) моделирования. Обе разработки имеют свои преимущества, 
такие, например, как возможность моделировать движение автомобильного транспорта с учётом реальной гео-

 

.
2

2

3

2

UF
x

QPQ

x
fPQ

xt
Q

+
∂









ρ

+
ρ

∂
τ

∂
∂

+=







+

ρ∂
∂

+
∂
∂

(6)



Computational Mathematics and Information Technologies. 2023;7(2):60−72. eISSN 2587-8999

68

метрии дороги, даже в случае макромоделирования. Модели неоднократно апробированны в расчётах и, кроме 
того, допускают эффективную реализацию на суперкомпьютерах, так как обладают внутренним параллелизмом. 
Последнее свойство является особенным преимуществом в условиях моделирования движения на транспортных 
сетях многомиллионных мегаполисов.
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Существование и единственность решения начально-краевой 
задачи транспорта многокомпонентных наносов прибрежных 
морских систем
В.В. Сидорякина      
Таганрогский институт им. А. П. Чехова (филиал) РГЭУ (РИНХ), Российская Федерация, г. Таганрог, ул. Инициативная, 48
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Аннотация
Введение. Настоящая работа посвящена исследованию нестационарной двумерной модели транспорта наносов 
в прибрежных морских системах. Модель учитывает сложный многокомпонентный состав наносов; действие 
силы тяжести и тангенциального напряжения, вызванного воздействием волн; турбулентный обмен; динамически 
изменяемый рельеф дна и другие факторы. Целью работы являлось проведение аналитического исследования 
условий существования и единственности начально-краевой задачи, соответствующей указанной модели.
Материалы и методы. В работе на временной равномерной сетке выполнена линеаризация начально-крае-
вой задачи, при которой нелинейные коэффициенты квазилинейного параболического уравнения берутся 
с «запаздыванием» на один шаг сетки. Тем самым строится цепочка задач, связанных по начальным условиям 
и финальным решениям. Привлекая методы математического и функционального анализа, а также методы решения 
дифференциальных уравнений, проводится исследование существования и единственности задач, входящих 
в данную цепочку, а потому и в целом исходной задачи.
Результаты исследования. На основе анализа существующих результатов математического моделирования 
гидродинамических процессов ранее была исследована нелинейная пространственно-двумерная модель 
транспорта наносов в случае донных отложений, состоящих из частиц, имеющих одинаковые характерные 
размеры и плотность (однокомпонентный состав). В настоящей работе предыдущие результаты исследования 
распространены на случай наносов многокомпонентного состава, а именно определены условия существования 
и единственности решения начально-краевой задачи, соответствующей рассматриваемой модели.
Обсуждение и заключения. Модель транспорта многокомпонентных наносов может быть полезна для прогноза 
распространения загрязняющих веществ, а также при исследовании динамики изменения рельефа дна как при 
антропогенном воздействии, так и в силу естественно протекающих природных процессов в морских системах.

Ключевые слова: транспорт многокомпонентных наносов, прибрежная морская система, начально-краевая 
задача, существование решения, единственность решения.
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Existence and Uniqueness of the Initial-Boundary Value Problem Solution 
of Multicomponent Sediments Transport in Coastal Marine Systems 
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Abstract
Introduction. This work is devoted to the study of a non-stationary two-dimensional model of sediment transport in 
coastal marine systems. The model takes into account the complex multi-fractional composition of sediments, the 
gravity effect and tangential stress caused by the impact of waves, turbulent exchange, dynamically changing bottom 
topography, and other factors. The aim of the work was to carry out an analytical study of the conditions for the initial-
boundary value problem existence and uniqueness corresponding to the specified model.
Materials and Methods. Linearization of the initial-boundary value problem is performed on a temporary uniform grid. 
The nonlinear coefficients of a quasilinear parabolic equation are taken with a “delay” by one grid step. Thus, a chain of 
correlated by initial conditions is the final solutions of problems is built. The study of the existence and uniqueness of 
the problems included in this chain, and therefore the original problem as a whole, is carried out involving the methods 
of mathematical and functional analysis, as well as methods for solving differential equations. 
Results. Earlier, the authors investigated the existence and uniqueness of the initial-boundary value problem of the 
transport of sediments of a single-component composition. In the present work, the result obtained is extended to the 
case of multi-fractional sediments.
Discussion and Conclusions. The non-linear spatial two-dimensional model of sediment transport was previously 
investigated by the team of authors in the case of bottom sediments consisting of particles having the same characteristic 
dimensions and density (single-component composition) based on the analysis of the existing results of mathematical 
modeling of hydrodynamic processes. In this paper, the previous results of the study are extended to the case of 
sediments of a multicomponent composition, namely, the conditions for the existence and uniqueness of the solution 
of the initial-boundary value problem corresponding to the considered model are determined.

Keywords: multicomponent sediments’ transport, coastal marine system, initial-boundary value problem, solution 
existence, solution uniqueness.
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Введение. При решении ряда практических задач, связанных с экологической оценкой состояния водно-
го объекта, необходимо использовать комплекс моделей различных по пространственным и временным мас-
штабам [1‒6]. В последние десятилетия активное развитие получили исследования математических моделей 
гидрофизических процессов, которые характеризуются множеством параметров [7‒14]. В настоящей работе 
рассматривается 2D математическая модель для расчета транспорта многокомпонентных наносов примени-
тельно к прибрежным морским системам. Совокупность уравнений конвекции-диффузии для каждой компонен-
ты наносов (или фракции) формирует данную математическую модель с учетом турбулентного обмена, действия 
силы тяжести, тангенциального напряжения, динамически изменяемого рельефа дна и других факторов [15–17]. 

В статье представлены результаты проведения теоретического исследования существования и единственности 
начально-краевой задачи, базирующейся на построенной модели. В соответствии с поставленной целью рассма-
тривается начально-краевая задача для квазилинейного уравнения параболического типа, для которой методами 
математического и функционального анализа, а также методами решения дифференциальных уравнений опреде-
лены достаточные условия существования и единственности решения.

Материалы и методы
1. Начально-краевая задача транспорта многокомпонентных наносов. Запишем уравнение транспорта 

многокомпонентных наносов [16, 17]:
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Здесь                              — глубина водоема; εr — пористость  r-ой компоненты в составе наносов; Vr — объемная до-
ля  r-ой компоненты; bτ

  — вектор касательного тангенциального напряжения на дне водоема; τbc,r — критическое 
значение тангенциального напряжения для  r-ой компоненты наносов,  0, sin ϕ=τ rrbc a ,  ar — некоторый коэффи-
циент для  r-ой компоненты наносов,   φ0 — угол естественного откоса грунта в водоеме;  wg,r — гидравлическая 
крупность или скорость осаждения  r-ой компоненты; ρr  — плотность  r-ой компоненты донного материала;
 ( )tyxHkk rr ,,,=  — нелинейный коэффициент, определяемый соотношением:

где ω~  — усредненная частота волн; rd  — характерный размер r-ой компоненты; g — ускорение силы тяжести; ρ0  — 
плотность водной среды; A и β — безразмерные постоянные.

Пусть процесс транспорта наносов происходит в области D,  ( ) { }yx LyLxyxDD <<<<= 0,0,,  с грани-
цей S, представляющей кусочно-гладкую линию. Считаем, что трехмерный цилиндр  ( )TD ,0ЦТ ×=  высоты T 
с основанием S есть область задания уравнения (1). Граница этого цилиндра состоит из боковой поверхности
 [ ]TS ,0×  и двух оснований — { }0×D  и { }.TD ×  

Уравнение (1) рассматривается с начальным условием:

и условиями на границе области D :

 

Предполагаем:

2. Линеаризация начально-краевой задачи транспорта многокомпонентных наносов. Построим времен-
ную сетку ,τω  с шагом τ: { }TNNnntn =τ=τ==ωτ ,,...,1,0, . 

Если  n=1, то глубина водоема ( ) ( )0
1 ,, tyxH  является известной и определяется из начального условия, т. е. 

( ) ( ) ( )yxHtyxH ,,, 00
1 = . Если же ,,...,2 Nn =  то глубина водоема ( )( )1,, −n

n tyxH  также будет известной, поскольку 
является решенной задача (1)−(7) для временного промежутка 12 −− ≤< nn ttt , т. е. ( )( ) ( )( )1

1
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−
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Обозначим:

После линеаризации уравнение (1) и начальное условие примут вид:
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Результаты исследования 
1. Исследование существования решения линеаризованной начально-краевой задачи транспорта 

многокомпонентных наносов. Положим N iin ,...,2,1, == в уравнении (9). 
Имеем:

Уравнение (11) дополняется условиями (10) и (3)−(7).
Если ,1=i  то на основании сделанных ранее предположений можем записать: 

Из [18] можно заключить, что при выполнении условия (12), решение начально-краевой задачи (11), (10), (2)−
(7), ,1,10 =≤< ittt  существует и принадлежит классу:

Если ,2=i  то начально-краевая задача будет иметь начальным условием ( )( ) ( )( ) tyxHtyxH .,,,, 1
1

1
2 ≡  Его глад-

кость совпадает с гладкостью начального условия для уравнения (11) номера ,1=i  а именно:  

Очевидно, что опять применимы условия из [18], и решение задачи (11), (10), (2)−(7) для номера 2=i  су-
ществует.

Далее, если ,,...,3, Nii = то для каждого случая будем иметь смешанную задачу для линейного уравнения 
параболического типа. Начальные и граничные условия данной задачи имеют гладкость, достаточную для су-
ществования функций ( ) ( ) N ittttyxH ii

i ,...,2,1,,,, 1 =≤<−  класса ( ) ( ),ЦЦ2
ii tt CC ∩   ( )

( ) ( ),Цgrad , it
i

yx CH ∈  явля-
ющихся решением начально-краевых задач (11), (10), (2)−(7) [19].

2. Исследование единственности решения линеаризованной начально-краевой задачи транспорта мно-
гокомпонентных наносов. Запишем уравнение (11) при 1=n :

Допустим существование двух различных его решений, а именно:

( ) ( ) ( ) .,,,,,,,, 10 tttDyxtyxHHtyxHH ≤<∈′′=′′′=′
Обозначим:

( ) ( ) ( ) ( ) ,,,,,,,, 10
1 ttttyxHtyxHtyxw ≤<′′−′≡  

( ) ( ) ,0,,1 ≡/tyxw  
( ) ( ) .0,, 0
1 ≡tyxw  

Начально-краевая задача для функции ( ) ( ) ( )tyxwtyxw ,,,, 1≡  будет иметь вид:
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интегрирование по переменным 10, tttt ≤<  и ( )yx,  в области D. Получим:
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После ряда преобразований равенства (21), получим:

Равенство (22) при условии (15) запишется в виде:

Пусть:

Имеет место равенство:

С другой стороны, с учетом граничных условий (16)−(20) и в силу теоремы Остроградского-Гаусса [19], имеем:

Из равенств (25) и (26) находим:

С учетом (27) равенство (22) запишется в виде:

Далее преобразуем правую часть равенства (28). Привлекая неравенство Пуанкаре [20], получаем:

Из неравенства (29) следует оценка:

Из равенств (33) и (35) получено неравенство:
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окрестности точки ∗t  при ,10 ttt ≤< ∗  имеем ( ) ,0,,2 >∫∫
D
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Из полученных неравенств (31) и (32) будет следовать противоречивое неравенство:

Следовательно, справедливо тождество ( ) .0,, 1 ≡tyxw  В силу произвольности временного шага ,0, >ττ  
имеем:

( ) ,0,, =tyxw  .10 ttt ≤<  
Очевидно, что ( ) 0,, ≡tyxw  при ( ) ,, Dyx ∈  N.nttt nn ,...,2,1 =≤≤− .
Тем самым сделан первый шаг индукции при .1=n  Аналогичным образом строятся рассуждения для 

,,..,2, Nssn == что приводит к равенству:
( ) .0,, ≡styxw

Результатом проведенных рассуждений служит следующая теорема.
Теорема. Пусть даны уравнения (11):

в прямоугольной области:

где                                                                                                   с начальными и граничными условиями (11), (3)−(7). 

Тогда, если выполнены условия ( ) ( ) ( ),,0 11
0

1 DCkkk n
rr

n
r ∈>≥ −−  то N nn ,...,2,1, =∀  функция 

( ) ( ) NnttttyxH nn
n ,...,2,1,,,, 1 =≤<−  класса ( ) ( )ТТ

2 ЦЦ CC ∩ ,   ( )
( ) ( )Т, Цgrad CH n

yx ∈  будет решением уравнения 

номера n в цилиндре ( )TD ,0ЦТ ×= , и это решение единственно.
Обсуждение и заключения. Новизна данной работы определяется постановкой нестационарной пространст-

венно-двумерной математической задачи транспорта наносов, учитывающей их сложный многокомпонентный 
состав. Линеаризация соответствующей начально-краевой задачи выполнена на сетке по времени и для 
произвольного временного шага N nttt nn ,...,2,1,1 =≤<− , получены условия существования и единственности 
решения начально-краевой задачи. 
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