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Аннотация
Введение. Построение разностных схем, их исследование и модификация с учетом специфики рассматриваемой 
задачи позволяет повысить точность моделирования сложных систем. При моделировании различных процессов, 
включая гидродинамические процессы в мелководных водоемах, было отмечено, что при решении задач с 
граничными условиями третьего рода теоретическая оценка порядка погрешности аппроксимации падает со 
второго порядка погрешности относительно пространственных шагов расчетной сетки до первого порядка, а, 
следовательно, падает и точность численного решения задачи. Настоящая работа посвящена актуальной проблеме 
исследования влияния аппроксимации граничных условий третьего рода на точность численного решения задачи 
теплопроводности, а также построению разностной схемы с улучшенной аппроксимацией граничных условий 
для уравнения теплопроводности с граничными условиями третьего рода и сравнению точности численных 
решений, полученных авторами, с известными решениями.
Материалы и методы. Рассматривается уравнение теплопроводности с граничными условиями третьего рода, 
для которого получено аналитическое решение. Проведена аппроксимация рассмотренной задачи и показано, 
что при стандартной аппроксимации задачи на границе расчетной области теоретическая оценка порядка 
погрешности аппроксимации дифференциального оператора второго порядка в уравнении диффузии составляет 
O(h). Для повышения точности численного решения в случае граничных условий третьего рода специального 
вида предложена разностная схема, имеющая погрешность аппроксимации дифференциального оператора 
второго порядка O(h2), как во внутренних, так и в граничных узлах расчетной области.
Результаты исследования. На тестовых задачах проведено сравнение точности численных решений, полученных 
на основе предлагаемой схемы и схемы со стандартной аппроксимацией границы.
Обсуждение и заключение. Из проведенных численных экспериментов видно, что предложенная схема с 
улучшенной аппроксимацией на границе расчетной области для уравнения теплопроводности при граничных 
условиях третьего рода специального вида имеет эффективный порядок точности около 2, что соответствует 
полученной теоретической оценке. При этом стоит отметить, что разностная схема со стандартной аппроксимацией 
на границе расчетной области также имеет эффективный порядок точности, близкий к 2, несмотря на полученную 
теоретическую оценку порядка погрешности аппроксимации для граничных узлов. Важно отметить, что для 
предложенной схемы расчетная погрешность численного решения падает существенно быстрее, чем для решения 
на основе схемы со стандартной аппроксимацией на границе.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, граничные условия третьего рода, численное решение, 
погрешность аппроксимации
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for the Heat Conduction Equation with Third-Type Boundary Conditions
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Abstract
Introduction. The development, analysis, and modification of finite difference schemes tailored to the specific features of 
the considered problem can significantly enhance the accuracy of modeling complex systems. In simulations of various 
processes, including hydrodynamic phenomena in shallow water bodies, it has been observed that for problems with third-
type (Robin) boundary conditions, the theoretical error order of spatial discretization drops from second-order to first-
order accuracy, which in turn decreases the overall accuracy of the numerical solution. The present study addresses the 
relevant issue of how the approximation of third-type boundary conditions affects the accuracy of the numerical solution 
to the heat conduction problem. It also proposes a finite difference scheme with improved boundary approximation for 
the heat conduction equation with third-type boundary conditions and compares the accuracy of the numerical solutions 
obtained by the authors with known benchmark solutions.
Materials and Methods. The paper considers the one-dimensional heat conduction equation with third-type boundary 
conditions, for which an analytical solution is available. The problem is discretized, and it is shown that under standard 
boundary approximation, the theoretical order of approximation error for the second-order differential operator in 
the diffusion equation is O(h). To improve the accuracy of the numerical solution under specific third-type boundary 
conditions, a finite difference scheme is proposed. This scheme achieves second-order accuracy O(h2), for the differential 
operator not only at interior nodes but also at the boundary nodes of the computational domain.
Results. Test problems were used to compare the accuracy of numerical solutions obtained using the proposed scheme 
and those based on the standard boundary approximation.
Discussion and Conclusion. Numerical experiments demonstrate that the proposed scheme with enhanced boundary 
approximation for the heat conduction equation under specific third-type boundary conditions exhibits an effective 
accuracy order close to 2, which corresponds to the theoretical prediction. It is noteworthy that the scheme with standard 
boundary approximation also demonstrates an effective accuracy order close to 2, despite the lower theoretical order of 
boundary approximation. Importantly, the numerical error of the proposed scheme decreases significantly faster compared 
to the scheme with standard boundary treatment.

Keywords: heat conduction equation, third-type boundary conditions, numerical solution, approximation error
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Введение. При описании широкого класса задач, связанных с моделированием пространственно-трехмерных 
диффузионных процессов, используется уравнение теплопроводности [1]. Уравнение диффузии представлено во 
многих работах, а его решение широко применяется на практике для описания многих физических процессов. В 
работах [2, 3] представлены подходы к получению аналитического решения. В работах [4, 5] рассмотрены подходы 
к численному решению уравнения теплопроводности в случае граничных условий первого и второго родов.

В случае проектирования сложных инженерных конструкций необходимо учитывать влияние температурных 
режимов окружающей среды. Зачастую при исследовании процессов распространения тепла в таких инженерных 
конструкциях рассматривается уравнение теплопроводности с граничными условиями третьего рода [6]. Поэтому 
целью данной работы является построение разностной схемы с улучшенной аппроксимацией граничных условий 
с экспериментальной оценкой предлагаемой схемы на тестовых задачах. Стоит отметить, что такой подход 
позволяет провести сравнение точности численных решений, полученных на основе различных разностных схем 
и при различных начальных или граничных условиях. В работах [7, 8] в качестве тестовой задачи использовалось 
уравнение Бюргерса, в работах [9, 10] — уравнение переноса, в работах [11, 12] — уравнение диффузии-конвекции.

Задачей повышения точности численного решения занимались многие выдающиеся российские и мировые 
ученые, среди которых прежде всего хочется выделить работы П.Н. Вабищевича [13, 14], в которых исследуются 
разностные схемы для численного решения уравнения параболического типа второго порядка со специальной 
формой несамосопряженного оператора задачи. Многие работы Б.Н. Четверушкина посвящены разработке, 
исследованию и подбору параметров разностных схем для решения прикладных задач с учетом архитектуры 
высокопроизводительных вычислительных систем [15, 16]. В работах В.Ф. Тишкина рассматриваются подходы 
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модификации разрывного метода Галеркина при моделировании процессов газо- и гидродинамики [17, 18]. В работе 
[19] для решения задачи гидродинамики рассмотрено использование регуляризированной разностной схемы, 
точность которой исследована в работе [20]. В работе [21] исследованы подходы к повышению порядка точности 
сеточно-характеристического метода для задач двумерной линейной упругости, а в [22] — в трехмерном случае. 
В работе [23] представлен подход к получению численного решения задачи тепломассопереноса двухфазных 
жидкостей. В работе [24] рассматривается подход к построению разностной схемы для задачи однофазной 
фильтрации с учетом наличия трещин в среде, в работе [25] рассмотрена двухфазная фильтрация в сложных средах.

Построение разностных схем, их исследование и модификация существующих схем с учетом специфики 
рассматриваемой задачи позволяет повысить точность моделирования сложных систем [26]. При моделировании 
различных процессов, включая гидродинамические процессы в мелководных водоемах, было отмечено, 
что при решении задач с граничными условиями третьего рода теоретическая оценка порядка погрешности 
аппроксимации падает со второго порядка погрешности относительно пространственных шагов расчетной 
сетки до первого порядка, а, следовательно, падает и точность численного решения задачи. А.И. Сухинов [27] 
предложил подробнее исследовать аппроксимацию задачи с граничными условиями третьего рода. Таким 
образом, настоящая работа посвящена исследованию влияния аппроксимации граничных условий третьего рода 
на точность численного решения задачи теплопроводности, а также построению разностной схемы с улучшенной 
аппроксимацией граничных условий для уравнения теплопроводности с граничными условиями третьего рода и 
сравнению точности численных решений, полученных на основе предлагаемой схемы и схемы со стандартной 
аппроксимацией границы, на тестовых задачах.

Материалы и методы
1. Аналитическое решение уравнения теплопроводности
Рассмотрим однородное уравнение теплопроводности

 2

2 , 0 , 0u ua x l t T
t x

∂ ∂= < < < <
∂ ∂

,

со следующим начальным

 00( , ) ( )tu x t u x= =

и с граничными условиями третьего рода

 ( ) ( )
0

( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) .
x x l

u x t u x t u x t u x t
x x= =

∂ ∂−α = β +α = −β
∂ ∂

Для нахождения аналитического решения поставленной задачи (1)–(3) введем замену  ( , ) ( , ) ,u x t v x t= −β α
которая приводит к начально-краевой задаче с однородными граничными условиями третьего рода:

 

( ) ( )

2

02 0

0

, 0 , 0 , ( , ) ( ) ,

( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) 0.

t

x x l

v va x l t T v x t u x
t x

v x t v x t v x t v x t
x x

=

= =

β∂ ∂= < < < < = +
∂ ∂ α
∂ ∂−α = +α =
∂ ∂

Решение задачи (4) будем искать в виде:
 ( , ) ( ) ( ).v x t X x T t=

Тогда после подстановки (5) в дифференциальное уравнение (4) и разделения переменных получим:

 2( ) ( )1 .
( ) ( )

T t X x
a T t X x

′ ′′
= = −λ

При этом граничные условия в (4) запишутся в виде:

 ( ) ( )(0) (0) ( ) 0, ( ) ( ) ( ) 0.X X T t X l X l T t′ ′− α = + α =

Таким образом, с учетом (7) и из условия того, что v(x,t) ≠ 0 приходим к задаче Штурма-Лиувилля для функции  X(x):

 2 0, 0 ,
(0) (0) 0, ( ) ( ) 0.

X X x l
X X X l X l

′′ + λ = < <
′ ′− α = +α =

                                                                                                                             

Общее решение задачи (8) имеет вид:
 1 2( ) cos sin .X x C x C x= λ + λ

C учетом граничных условий в (8) и вида общего решения (9) собственные функции Xk(x) запишутся в виде:

 ( ) cos sin , 1, 2,... ,k k k kX x x x k= λ λ +α λ =

где λk, k = 1, 2,...  — собственные значения задачи (8), являющиеся положительными корнями уравнения

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)
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 2 ctg .l λ αλ = −
α λ

Для функции T(t) на основании (6) и при λ = λk приходим к задаче:

 ( ) ( ) 0,kT t a T t′ + λ =

общее решение которой запишется в виде:

 ( )2( ) exp , 1, 2,... .k k kT t C a t k= − λ =

Тогда с учетом (5), (10) и (12) решение задачи (4) запишется в виде:

 ( ) ( )2

1
( , ) cos sin exp ,k k k k k

k
v x t C x x a t

∞

=

= λ λ + α λ − λ∑
где λk, k = 1, 2,... — положительные корни уравнения (11).

Для нахождения коэффициентов Ck воспользуемся начальным условием задачи (4):

 ( ) 0
1

cos sin ( ) ,k k k k
k

C x x u x
∞

=

λ λ + α λ = +β α∑

то есть имеем разложение некоторой функции  f(x) = u0(x) + β/α для 0 ≤ x ≤ l в ряд Фурье по собственным функ-
циям задачи Штурма-Лиувилля (8). Тогда при условии ортогональности собственных функций Xk(x), k = 1, 2,... на 
рассматриваемом отрезке 0 ≤ x ≤ l имеем следующее выражение для коэффициентов Ck:

 ( )2
0

1 ( ) cos sin ,
l

k k k k
k

C f x x x dx
X

= λ λ +α λ∫
где f(x) = u0(x) + β/α,

 ( )
2 2 2 2

22

0

cos sin sin2 cos2 .
2 4 2 2

l
k k

k k k k k k
k

X x x dx l lλ +α λ −α α α= λ λ +α λ = + λ − λ +
λ∫

С учетом выполнения равенства (11) для λ = λk, k = 1, 2,... и формул

 2

2 2
2 tg 1 tgsin2 , cos2

1 tg 1 tg
x xx x
x x

−= =
+ +

выражение для квадрата нормы собственных функций Xk(x) (15) запишется в виде:

 ( )2 2
2 2

.
2

k
k

l
X

λ +α + α
=

Таким образом, выражение (14) для коэффициентов Ck, k = 1, 2,... может быть переписано в виде:

 
( ) ( ) (1) (2)

02 2
0

2 ( ) cos sin ,
2

l

k k k k k k
k

C u x x x dx C C
l

β = − λ λ +α λ = + αλ +α + α  ∫
где

 
( ) ( )(1)

02 2
0

2 ( ) cos sin ,
2

l

k k k k
k

C u x x x dx
l

= λ λ +α λ
λ +α + α∫

 
( ) ( ) ( ) ( )(2)

2 2 2 2 2 2
0

2 2cos sin sin cos 1
2 2

l

k k k k k k
kk k

C x x dx l l
l l

 β β α= λ λ +α λ = λ − λ − = λλ + α α + α λ +α α + α  
∫

 
( ) ( )

2 2 1

22 2 2 2 2 2 2

( 1)2 2sin 1 ctg
22 2 1 ctg

k
k

k k
k k k kk k k

l l
l l l

+    λ + α −β βα α α= + λ − λ =  +  =    λ λ λ λλ +α α + α λ +α α + α + λ    

 
( ) ( )1

2 2
2 1 ( 1) ,

2
k

k k kl
+β= + −

λ λ +α + λ α

следовательно, при k = 2n коэффициенты  (2)
kC  = 0. Тогда выражение для коэффициентов  (2)

kC  запишется в виде:

 
( )

(2) (2)
2 2 1 2 2

2 1 2 1 2 1

40, , 1, 2,... .
2n n

n n n

C C n
l+

+ + +

β= = =
λ λ +α + λ α

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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Тогда аналитическое решение исходной задачи (1)–(3) с учетом введенной замены и выражений (13), (18) и 
(19) можно записать в виде:

 ( ) ( )2

1
( , ) cos sin exp ,k k k k k

k
u x t C x x a t

∞

=

β= − + λ λ +α λ − λ
α ∑

где  (1) (2)
k k kC C C= + , коэффициенты  (1)

kC  и  (2)
kC  определяются выражениями (18) и (19), соответственно, λk, k = 1, 2,... — 

положительные корни уравнения (11).
В случае решения неоднородного аналога уравнения теплопроводности (1)

 2

2 ( , ), 0 , 0u ua f x t x l t T
t x

∂ ∂= + < < < <
∂ ∂

с начальными и граничными условиями (2)–(3) решение будем искать в виде  ( , ) ( , ) ( , )u x t v x t w x t= + −β α , где 
v(x,t)  — решение задачи (4), определяемое формулой (13) с коэффициентами (18)–(19), а w(x,t) — решение 
следующей задачи:

 

( ) ( )

2

2 0

0

, 0 , 0 , ( , ) 0,

( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) 0.

t

x x l

w wa f x l t T w x t
t x

w x t w x t w x t w x t
x x

=

= =

∂ ∂= + < < < < =
∂ ∂

∂ ∂−α = +α =
∂ ∂

Функцию w(x,t) ищем в виде разложения по собственным функциям соответствующей однородной задачи 
Штурма-Лиувилля:

 ( )( )

1
( , ) ( ) cos sin .w

k k k k
k

w x t C t x x
∞

=

= λ λ + α λ∑
Также разложим функцию f(x,t) на рассматриваемом отрезке 0 ≤ x ≤ l:

 ( )( )

1
( , ) ( ) cos sin ,f

k k k k
k

f x t C t x x
∞

=

= λ λ + α λ∑
где

 ( )( )
2

0

1( ) ( , ) cos sin ,
l

f
k k k k

k

C t f x t x x dx
X

= λ λ +α λ∫

где ||Xk||
2 определяется по формуле (16).

При подстановке (23) и (24) в (22) получим:

 ( ) ( ) ( )( ) 2 ( ) ( )

1 1
( ) ( ) cos sin ( ) cos sin .w w f

k k k k k k k k k k
k k

C t a C t x x C t x x
∞ ∞

= =

 ′ + λ λ λ + α λ = λ λ +α λ 
 ∑ ∑

В силу полноты ортогональной системы собственных функций Xk(x), k = 1, 2,..., равенство (26) выполняется в 
случае:

 ( )( ) 2 ( ) ( )( ) ( ) ( ).w w f
k k k kC t a C t C t′ + λ =

При этом с учетом (23) и однородности начальных условий в (22) имеем

 ( ) (0) 0.w
kC =

Таким образом, получили задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения (27) с начальным 
условием (28). Решение данной задачи может быть найдено, например, методом Лагранжа вариации произволь-
ной постоянной:

 ( )( )( ) ( ) 2

0

( ) ( )exp ,
t

w f
k k kC t C a t d= τ λ τ − τ∫

где  ( )( )( ) ( ) 2

0

( ) ( )exp ,
t

w f
k k kC t C a t d= τ λ τ − τ∫  определяются на основании (25).

Таким образом, решение неоднородного уравнения теплопроводности (21) с граничными условиями третьего 
рода (3) может быть записано в виде:

 ( ) ( ) ( )2 ( )

1 1
( , ) cos sin exp ( ) cos sin ,w

k k k k k k k k k
k k

u x t C x x a t C t x x
∞ ∞

= =

β= − + λ λ +α λ − λ + λ λ +α λ
α ∑ ∑

где  (1) (2)
k k kC C C= + , коэффициенты  (1)

kC ,  (2)
kC  и  ( ) ( ) ( )2 ( )

1 1
( , ) cos sin exp ( ) cos sin ,w

k k k k k k k k k
k k

u x t C x x a t C t x x
∞ ∞

= =

β= − + λ λ +α λ − λ + λ λ +α λ
α ∑ ∑  определяются выражениями (18), (19) и (29), соответствен-

но, а λk, k = 1, 2,...  — положительные корни уравнения (11).

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)
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2. Аппроксимация дифференциального оператора второго порядка в уравнении диффузии
Рассмотрим аппроксимацию неоднородного уравнения теплопроводности

 2

2 ( , ), 0 , 0 ,u ua f x t x l t T
t x

∂ ∂= + < < < <
∂ ∂

со следующим начальным
 00( , ) ( )tu x t u x= =

и с граничными условиями третьего рода

 ( ) ( )
0

( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) 0.
x x l

u x t u x t u x t u x t
x x= =

∂ ∂−α = +α =
∂ ∂

Для нахождения численного решения задачи (31)–(33) покроем расчетную область равномерной расчетной 
сеткой  t hω = ω ×ω , где

 { } { }, 0.. , ,   , 0.. , ,n
t t t h i x xt n n N N T x ih i N N h lω = = τ = τ = ω = = = =

где τ — размер шага по временной переменной; Nt  — количество узлов расчетной сетки по временной перемен-
ной; h — размер шага по пространственной координате; Nx — количество узлов по пространственной координате.

Аналитическое решение задачи (31)–(33) согласно (30) можно записать в виде:

 ( )( )( )(1) 2 ( )

1
( , ) exp ( ) cos sin ,w

k k k k k k
k

u x t C a t C t x x
∞

=

= − λ + λ λ +α λ∑
где коэффициенты  (1)

kC  и  ( ) ( ) ( )2 ( )

1 1
( , ) cos sin exp ( ) cos sin ,w

k k k k k k k k k
k k

u x t C x x a t C t x x
∞ ∞

= =

β= − + λ λ +α λ − λ + λ λ +α λ
α ∑ ∑  определяются выражениями (18) и (29), соответственно, а λk, k = 1, 2,... — поло-

жительные корни уравнения (11).
Для упрощения дальнейших выкладок введем следующее обозначение:

 ( )( ) (1) 2 ( )( ) exp ( ).u w
k k k kC t C a t C t= − λ +

Запишем аппроксимацию уравнения (31) во внутренних узлах расчетной сетки (34):

 1
1 1

2

2 ,
n n n n n

ni i i i i
i

u u u u ua f
h

+
+ −− − +

= +
τ

где  1 1( , ),  ( ,  ).n n n n
i i i iu u t x u u t x± ±= =

Тогда с учетом (24), (35) и (36) аппроксимация (37) может быть записана виде:

 ( )( )
1

( ) 1 ( )

1

1 ( ) ( ) cos sin
N

u n u n
k k k k k

k
C t C t x x

−
+

=

− λ λ + α λ =
τ∑

 ( )( ) ( )( )(
1

( )
2

1
( ) cos sin 2 cos 2 sin

N
u n

k k k i k i k k i k i
k

a C t x h x h x x
h

−

=

= λ λ + + α λ + − λ λ − α λ +∑

 ( )( ) ( )( )) ( )
1

( )

1
cos sin ( ) cos sin .

N
f n

k k i k i k k k i k i
k

x h x h C t x x
−

=

+λ λ − + α λ − + λ λ +α λ∑
С учетом преобразований

 ( )( ) ( )( )cos cos 2 cos cos ,k k i k k i k k i kx h x h x hλ λ + + λ λ − = λ λ λ

 ( )( ) ( )( )sin sin 2 sin cos ,k i k i k i kx h x h x hα λ + +α λ − = α λ λ

выражение (38) запишется в виде:

 ( )( ) ( )( )
1 1

( ) 1 ( ) ( )
2

1 1

1 2( ) ( ) cos sin ( ) cos 1 cos sin
N N

u n u n u n
k k k k k k k k k i k i

k k
C t C t x x a C t h x x

h

− −
+

= =

− λ λ + α λ = λ − λ λ +α λ +
τ∑ ∑

 ( )
1

( )

1
( ) cos sin .

N
f n

k k k i k i
k

C t x x
−

=

+ λ λ + α λ∑

C учетом ортогональности базисных функций  Xk(x), k = 1, 2,..., определяемых (10), последнее выражение мо-
жет быть записано в виде:

 ( )( ) 1 ( )
( ) ( )

2

2 cos 1( ) ( ) ( ) ( ).
u n u n

u n f nkk k
k k

hC t C t a C t C t
h

+ λ −−
= +

τ

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)



Computational Mathematics and Information Technologies. 2025;9(2):7−21. eISSN 2587‒8999

13

Найдем вторую производную по пространственной переменной функции u(x,t):

 ( ) ( )
2 2

( ) ( ) 2
2 2

1 1
( ) cos sin ( ) sin cosu u

k k k k k k k k k
k k

u C t x x C t x x
x x x

∞ ∞

= =

   ∂ ∂ ∂= λ λ +α λ = −λ λ +αλ λ =   ∂ ∂ ∂   
∑ ∑

 ( )2 ( )

1
( ) cos sin .u

k k k k k
k

C t x x
∞

=

= − λ λ λ +α λ∑

Из формул (39) и (40) следует, что при аппроксимации задачи (31)–(33) на расчетной сетке (34) схемой (37) полу-
ченное решение для каждой гармоники отличается от реальных значений на величину  ( ) ( )21 2 1 cos .k kh h∗α = − − λ λ

Рассмотрим отдельно полученную величину α*:

 
( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2 4
6

2
4

2 2

2
2 242 1 cos

1 1 .
12

k k

k k

k k

h h
O h

h h
O h

h h
∗

 λ λ
− +  − λ λ α = − = − = +

λ λ

Из (41) можно сделать вывод, что при аппроксимации по пространственной переменной на основе схемы (37) 
численное решение во внутренних узлах сетки (34) отличается от реальных значений на O(h2).

Рассмотрим аппроксимацию функции u(x,t) по пространственной переменной в граничных узлах простран-
ственной сетки (34). Аппроксимацию выполним на основе интегро-интерполяционного метода (метода баланса). 
Не теряя общности, рассмотрим аппроксимацию функции u(x,t) по пространственной переменной на левой гра-
нице расчетной сетки (x = 0):

 1 1
( ) ( )1 0 0

2 2
1 1

cos sin2 2 2 ( ) 2 ( )
n n n N N

u n u nk k k k k
k k

k k

u u u h hC t C t
h h h h

− −

= =

− α λ λ +α λ −λ αλ
− = − =∑ ∑

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 41 1

( ) ( ) 6
2 2

1 1

cos 1 sin 22 ( ) ( ) 1 1
2 24

N N
u n u nk k k k k kk

k k
k k

h h h h h
C t C t O h

h h

− −

= =

 λ λ − + α λ −λ λ λλ
= = − + + − +  

 
∑ ∑

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
3 51 1

( ) 7 ( ) 3 3 2
2

1 1

2 ( ) ( ) .
6 120 3

N N
u n u nk k

k k k k k k
k k

h h hC t h O h h C t O h
h

− −

= =

 λ λα α+ λ − + + −λ = −λ −λ +  
 

∑ ∑

Для повышения порядка погрешности аппроксимации функции u(x,t) по пространственной переменной в гра-
ничных узлах сетки (34) рассмотрим следующую аппроксимацию:

 1 1
( ) ( )1 0 1 0 2 1 1 2 2

2 2
1 1

cos sin cos sin2 2 2 ( ) 2 ( )
n n n n N N

u n u nk k k k k k k k
k k

k k

u u u u h h h hC t C t
h h h h

− −

= =

− γ + γ λ λ + α λ −λ γ λ + γ λ λ + γ α λ
− α = − α =∑ ∑

 ( )( ) ( )
1 1

( ) ( )
2 12 2

1 1

2 2( ) 1 cos sin ( ) 1
N N

u n u n
k k k k k k

k k
C t h h h C t h

h h

− −

= =

= − γ α λ λ +α λ − λ + γ α =∑ ∑
 ( ) ( )

3 2 5 4 3 3 5 51
( ) 6

22
1

2 1 ( )
2 24 6 120

N
u n k k k k

k k k
k

h h h hh C t h O h
h

−

=

 λ λ λ λ
= − γ α λ − + +αλ −α +α + − 

 
∑

 ( ) ( )
1 1 1

( ) ( ) ( ) 3
1 2 2 12

1 1 1

2 21 ( ) 1 ( ) ( )
N N N

u n u n u n
k k k k k k

k k k
h C t h C t C t

h h

− − −

= = =

α− + γ α λ = γ + − γ α − γ λ − λ +∑ ∑ ∑

 ( )
1 13 3 4 2

2 ( ) 3 ( ) 5 3
2 22

1 1

2 ( ) ( ) .
2 6 6 12

N N
u n u n

k k k k
k k

h h h hC t C t O h
h

− −

= =

 + γ α −α + γ α λ + λ + 
 

∑ ∑

Коэффициенты γ1 и γ2 в (43) найдем как решение системы

 2 2 1

2 2

1 0,
1 0,
3 3

h
h

γ + − γ α − γ =
 γ − + γ α =

из которой получим значения коэффициентов γ1 = 2/(3 + αh) и γ2 = 1/(3 + αh).
Таким образом, получаем следующую аппроксимацию функции u(x,t) по пространственной переменной в гра-

ничных узлах сетки (34):
 

( ) ( ) ( )
5 21

( ) 3 31 0
0 12

1

4 22 ( ) .
3 3 12

n n N
n n u n k

k k
k

u u hu u C t O h
h h h h h

−

=

 − λα α− − = −λ + + + α +α  
∑

Результаты исследования. Сравним вычислительную точность аппроксимаций (42) и (44) по пространствен-
ной переменной при решении тестовых задач. Рассмотрим три тестовые задачи, первая из которых представляет 
собой задачу на установление с постоянной правой частью. Вторая задача также является задачей на установление 

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)
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с правой частью, представляющей собой гармоническую функцию, соответствующую собственному значению λk. 
В третьей задаче решается уравнение теплопроводности, правая часть которого задается ступенчатой функцией.

Тестовая задача 1. Найдем решение следующей задачи:

 2

2 2, 0 2,u u x
t x

∂ ∂= + < <
∂ ∂

со следующим начальным
 0( , ) 0tu x t = =

и с граничными условиями третьего рода

 ( ) ( )
0 2

( , ) 2 ( , ) 0, ( , ) 2 ( , ) 0.
x x

u x t u x t u x t u x t
x x= =

∂ ∂− = + =
∂ ∂

Задача (45)–(47) решается на установление.
Аналитическое решение задачи (45)–(47) на установление может быть записано в следующем виде: u(x,t) = ‒x2 + 2x + 1.
На рис. 1 представлено аналитическое решение задачи (45)–(47), а также численные решения тестовой задачи 1, 

полученные на основе разностной схемы первого порядка аппроксимации по пространству (42) и на основе раз-
ностной схемы второго порядка аппроксимации по пространству (44) для различных размеров шага по простран-
ственной переменной.

Рис. 1. Результаты решения тестовой задачи 1: 
красная линия — точное решение; синие точки — численное решение на основе схемы 

первого порядка аппроксимации по пространству (42); зеленые треугольники — численное решение 
на основе схемы второго порядка аппроксимации по пространству (44); 

а — шаг по пространству h = 0,5; б — шаг по пространству h = 0,1

Помимо погрешности аппроксимации рассчитаем эффективный порядок точности схемы [28]:

 
log ,eff N

r
rN

Rp
R

=

где RN — погрешность численного решения на сетке с шагом h, RrN — погрешность численного решения на сетке 
с шагом h/r.

В таблице 1 представлены сведения о расчетной погрешности численного решения тестовой задачи 1 на ос-
нове схем (42) и (44) для различных размеров шага по пространству. Значение погрешности измерялось в норме 

сеточного пространства  
1

( , ) ,
N

n n n
i i

i
u x t u h

=

Ψ = − ⋅∑  где u(xi,t
n) — аналитическое решение, ui

n — численное решение.

На основании данных таблицы 1 можно заключить, что предложенная схема (44) с улучшенной аппроксима-
цией на границе расчетной области для уравнения теплопроводности при граничных условиях третьего рода (33) 
имеет эффективный порядок точности, равный 2, что соответствует полученной теоретической оценке.

(45)

(46)

(47)

2,1

1,8

1,5

1,2

0,9
‒0,10 0,45 1,00 1,55 2,10

u(
x,

t)

u(
x,

t)
2,1

1,8

1,5

1,2

0,9
‒0,10 0,45 1,00 1,55 2,10

а) б)
х х

(48)



Computational Mathematics and Information Technologies. 2025;9(2):7−21. eISSN 2587‒8999

15

Таблица 1 

Расчетные значения погрешности численного решения тестовой 
задачи 1 для различных размеров шага по пространственной переменной

Значение погрешности численного решения
h = 1,00 h = 0,50 h = 0,25 h = 0,10

Разностная схема со стандартной 
аппроксимацией границ (42)

0,000 0,000 0,000 3,286×10‒15

Разностная схема с улучшенной 
аппроксимацией границ (44)

1,000 0,208 0,047 0,007

Эффективный порядок точности схемы (44) – 2,263 2,152 2,075

Тестовая задача 2. Найдем решение следующей задачи:

 2

2 , 0 5,k
u u X x
t x

∂ ∂= + < <
∂ ∂

со следующим начальным
 0( , ) 0tu x t = =

и с граничными условиями третьего рода

 ( ) ( )
0 5

( , ) 0,1 ( , ) 0, ( , ) 0,1 ( , ) 0,
x x

u x t u x t u x t u x t
x x= =

∂ ∂− = + =
∂ ∂

где Xk — собственная функция, соответствующая собственному значению λk, которое находится из уравнения (11). 
Задача (49)–(51) решается на установление.

Аналитическое решение задачи (49)–(51) на установление может быть записано в следующем виде:

 
2 2 2 2

1( , ) sin arccos .k

k k

u x t x
  α = λ +  

  α + λ α + λ  

По условию задачи (49)–(51) α = 0,1. Найдем λk.
Рассмотрим алгоритм численного решения уравнения (11) для определения собственных значений λk. Пусть 

нам требуется найти корни нелинейного уравнения f(λ) = 0, где  ( ) 2 ctg .f l λ αλ = λ − +
α λ

Шаг 1. Введем две вспомогательные функции:  ( ) ( )1 22 ctg  и .f l f λ αλ = λ λ = −
α λ

Шаг 2. Зададим количество итераций K, оно же количество собственный значений, которое мы хотим найти.
Шаг 3. Для каждого собственного значения λk определим нулевое приближение как значение следующего выражения:

 ( ) ( )
2

2 1 2 11 1arctg ,
2 2 2k

k k
w f

l l l
+ π + π  = − ⋅ ⋅  

  
где k — номер итерации или индекс соответствующего собственного значения λk.

Шаг 4. На каждой итерации воспользуемся методом Ньютона для нахождения решения нелинейного уравне-
ния f(λ) = 0. Для этого определим функцию 

 ( ) ( )
( )2 2

2 1 .
sin

lg f
l

α′λ = λ = − − −
λ α λ

Шаг 5. В качестве начального приближения x0 возьмем соответствующий номеру итерации wk.
Шаг 6. Находим значение  1 ( ) ( ).i i i ix x f x g x+ = −
Шаг 7. Если  1i ix x+ − > ε , где ε — наперед заданное малое значение погрешности, возвращаемся на Шаг 6.
Шаг 8. Найденное значение λk определяем равным xi+1.
Шаг 9. Если k < K, то переходим на Шаг 4. Иначе завершаем алгоритм расчета собственных значений λk.
На рис. 2 приведены результаты работы описанного выше алгоритма. Точками на рисунке отмечены λk, соот-

ветствующие решению уравнения f(λ) = 0.

(49)

(50)

(51)
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Рис. 2. Результаты работы алгоритма нахождения собственных значений λk: красная линия — график 
функции f(λ); синие точки — найденные значения λk, соответствующие решению уравнения f(λ) = 0

На рис. 3 представлено аналитическое решение задачи (49)–(51), а также численные решения тестовой задачи 
2, полученные на основе разностной схемы первого порядка аппроксимации по пространству (42) и на основе 
разностной схемы второго порядка аппроксимации по пространству (44) для различных размеров шага по про-
странственной переменной. Собственное значение взято для k = 4 и равно λ4 ≈ 2,529.

Рис. 3. Результаты решения тестовой задачи 2 при k = 4: 
красная линия — точное решение; синие точки — численное решение на основе схемы первого порядка 

аппроксимации по пространству (42); зеленые треугольники — численное решение на основе схемы второго 
порядка аппроксимации по пространству (44); а — шаг по пространству h = 0,5; б — шаг по пространству h = 0,1

В таблице 2 представлены сведения о расчетной погрешности численного решения тестовой задачи 2 на осно-
ве схем (42) и (44) для различных размеров шага по пространству.

Таблица 2 

Расчетные значения погрешности численного решения тестовой 
задачи 2 для различных размеров шага по пространственной переменной

Значение погрешности численного решения
h = 1,00 h = 0,50 h = 0,25 h = 0,10

Разностная схема (42) 2,916 0,581 0,136 0,021
Эффективный порядок точности схемы (42) – 2,327 2,094 2,028
Разностная схема с улучшенной 
аппроксимацией границ (44)

1,126 0,206 0,047 6,964×10‒3

Эффективный порядок точности схемы (44) – 2,455 2,133 2,080

0,500
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Из данных табл. 2 видно, что предложенная схема (44) с улучшенной аппроксимацией на границе расчетной 
области для уравнения теплопроводности при граничных условиях третьего рода (33) имеет эффективный по-
рядок точности, равный 2, что соответствует полученной теоретической оценке. Разностная схема (42) со стан-
дартной аппроксимацией на границе расчетной области также имеет эффективный порядок точности, близкий к 
2, несмотря на полученную теоретическую оценку порядка погрешности аппроксимации для граничных узлов. 
При этом стоит отметить, что предложенная схема (44) позволяет уменьшить погрешность численного решения 
примерно в 2,5–3 раза в зависимости от размера шага по пространству: с уменьшением размера шага разница 
между схемой (42) и (44) возрастает.

Тестовая задача 3. Найдем решение следующей задачи:

 ( ) ( )
2

2 1 3 , 0 5, 0 10u u x x x T
t x

∂ ∂= − θ − + θ − < < < <
∂ ∂

со следующим начальным
 0( , ) 0tu x t = =

и с граничными условиями третьего рода

 ( ) ( )
0 5

( , ) ( , ) 0, ( , ) ( , ) 0,
x x

u x t u x t u x t u x t
x x= =

∂ ∂− = + =
∂ ∂

где θ(x) — функция Хевисайда.
Согласно (30) аналитическое решение задачи (52)–(54) может быть записано в следующем виде:

 ( )( )

1
( , ) ( ) cos sin ,w

k k k k
k

u x t C t x x
∞

=

= λ λ + α λ∑

где  ( ) ( ) ( )2 ( )

1 1
( , ) cos sin exp ( ) cos sin ,w

k k k k k k k k k
k k

u x t C x x a t C t x x
∞ ∞

= =

β= − + λ λ +α λ − λ + λ λ +α λ
α ∑ ∑  определяется на основании (29), при этом с учетом вида правой части (52)

С учетом (29) и (55) получаем следующий вид точного решения задачи (52)–(54):

 ( ) ( )
2

( )
2

1

exp 1
( , ) cos sin .k f

k k k k
k k

t
u x t C x x

∞

=

−λ −
= λ λ +α λ

λ∑

Собственные значения λk находятся на основе описанного в тестовой задаче 2 алгоритма.
На рис. 4 а представлено численное решение тестовой задачи 3, полученное на основе разностной схемы с 

улучшенной аппроксимацией на границе (44) для размера шага по пространству h = 0,5. При расчетах бралось 
1000 собственных значений λk. При этом визуально разницы между численными решениями на основе разност-
ных схем (42) и (44) не наблюдалось.

На рис. 4 б представлена разность численного решения и аналитического решения, рассчитанного на основа-
нии формулы (56) при k от 1 до 1000.

Рис. 4. Результаты решения тестовой задачи 3 при учете 1000   и шагах расчетной сетки по времени τ = 0,001 
и по пространству h = 0,5: а — численное решение на основе схемы второго порядка аппроксимации 
по пространству (42); б — разность аналитического решения и численного решения на основе (44)

(52)

(53)

(54)

(55)
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На рис. 5 представлено аналитическое решение задачи (52)–(54) в фиксированный момент времени t = 2, а 
также численные решения тестовой задачи 3, полученные на основе разностной схемы первого порядка аппрок-
симации по пространству (42) и на основе разностной схемы второго порядка аппроксимации по пространству 
(44) для различных размеров шага по пространственной переменной. При расчетах учитывалась сумма первых 
1000 собственных значений λk.

Рис. 5. Результаты решения тестовой задачи 3 при t = 2: 
красная линия — аналитическое решение; синие точки — численное решение на основе схемы первого порядка 
аппроксимации по пространству (42); зеленые треугольники — численное решение на основе схемы второго по-
рядка аппроксимации по пространству (44);  а — шаг по пространству h = 0,5; б — шаг по пространству h = 0,1

В таблице 3 представлены сведения о расчетной погрешности численного решения тестовой задачи 3 на осно-
ве схем (42) и (44) для различных размеров шага по пространству.

Таблица 3 

Расчетные значения погрешности численного решения тестовой 
задачи 3 при t = 2 для различных размеров шага по пространственной переменной

Значение погрешности численного решения
h = 1,00 h = 0,50 h = 0,25 h = 0,10

Решение на основе схемы первого порядка 
аппроксимации по пространству (42)

0,0503 0,0102 0,002 2,6797×10‒4

Эффективный порядок точности схемы (42) – 2,3010 2,231 2,2860
Решение на основе схемы второго порядка 
аппроксимации по пространству (44)

0,0530 0,0130 2,914×10‒3 2,0397×10‒4

Эффективный порядок точности схемы (44) – 2,0570 2,132 2,9020

Из данных таблицы 3 (по аналогии с тестовой задачей 2) видно, что предложенная схема (44) с улучшенной ап-
проксимацией на границе расчетной области для уравнения теплопроводности при граничных условиях третьего 
рода (33) имеет эффективный порядок точности, равный 2, что соответствует полученной теоретической оценке. 
Разностная схема (42) со стандартной аппроксимацией на границе расчетной области также имеет эффективный 
порядок точности, близкий к 2, несмотря на полученную теоретическую оценку порядка погрешности аппрок-
симации для граничных узлов. При этом для предложенной схемы (44) погрешность численно решения падает 
существенно быстрее, чем для решения на основе схемы (42).

Обсуждение и заключение. В работе рассмотрено уравнение теплопроводности с граничными условиями 
третьего рода, для которого получен вид точного решения. Проведена аппроксимация рассмотренной задачи и по-
казано, что при стандартной аппроксимации задачи на границе расчетной области теоретическая оценка порядка 
погрешности аппроксимации дифференциального оператора второго порядка в уравнении диффузии составляет 
O(h). Таким образом, на основании полученной оценки можно говорить о том, что для рассмотренного уравнения 
теплопроводности в случае граничных условий третьего рода задача аппроксимируется с первым порядком. Для 
повышения точности численного решения предложена разностная схема, имеющая погрешность аппроксимации 
дифференциального оператора второго порядка O(h2), как во внутренних, так и в граничных узлах расчетной об-
ласти. Данная схема применима в случае граничных условий третьего рода специального вида.
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Из численных экспериментов видно, что предложенная схема с улучшенной аппроксимацией на границе 
расчетной области для уравнения теплопроводности при граничных условиях третьего рода специального вида 
имеет эффективный порядок точности около 2, что соответствует полученной теоретической оценке. При этом 
стоит отметить, что разностная схема со стандартной аппроксимацией на границе расчетной области также имеет 
эффективный порядок точности, близкий к 2, несмотря на полученную теоретическую оценку порядка погреш-
ности аппроксимации для граничных узлов. Обнаруженная разница между теоретический оценкой погрешности 
аппроксимации и полученной вычислительной точностью требует дальнейшего исследования. Важно отметить, 
что для предложенной схемы расчетная погрешность численного решения падает существенно быстрее, чем для 
решения на основе схемы со стандартной аппроксимацией на границе.
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Сравнение решений гидродинамической задачи 
в прямоугольной каверне методами торможения 
и разгона начального поля скорости
Н.К. Волосова1 , К.А. Волосов2 , А.К. Волосова2 , М.И. Карлов3, 
Д.Ф. Пастухов4 , Ю.Ф. Пастухов4  
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дdmitrij.pastuhov@mail.ru

Аннотация
Введение. Исследуется численное решение двумерной гидродинамической задачи в прямоугольной каверне ме-
тодом торможения и методом разгона начальных условий в переменных «функция тока — вихрь». Метод тормо-
жения применялся при числах Рейнольдса Re ≤ 3000, а метод разгона при числах Re = 8000.
Материалы и методы. Для ускорения численного решения задачи с явной разностной схемой уравнения ди-
намики вихря использовался метод торможения начальных условий и метод n-кратного расщепления явной раз-
ностной схемы (n = 100). Метод торможения начальных условий поля скорости по сравнению с методом разгона 
неподвижной жидкости позволил сократить время счета задачи в 57 раз. Метод расщепления использовал мак-
симальный шаг времени, пропорциональный квадрату координатного шага, не нарушая при этом спектральной 
устойчивости явной схемы в уравнении вихря. Наибольшее время программа затратила на решение уравнения 
Пуассона с переменными «функция тока — вихрь». Используя замороженное поле скоростей и решая только 
динамическое уравнение вихря, было сокращено время счета в методе расщепления. Обратная матрица для реше-
ния уравнения Пуассона за конечное число элементарных операций вычислялась библиотекой Msimsl.
Результаты исследования. Численное решение задачи показало эквивалентность методов торможения и разгона 
начального поля скорости при небольших числах Рейнольдса (до 3000). Численно доказана эквивалентность ре-
шения гидродинамической задачи алгоритмом в переменных «функция тока — вихрь» и алгоритмом с неявным 
полилинейным рекуррентным методом в случае разгона начальных условий. Впервые предложено начальное 
горизонтальное поле скорости, гладкое во внутренних точках и состоящее из двух синусоид с неподвижным цен-
тром масс всей жидкости в прямоугольной каверне.
Обсуждение и заключение. Предложен алгоритм численного решения двухмерной гидродинамической задачи 
в прямоугольной каверне в переменных «функция тока — вихрь». Аппроксимация уравнений в системе (1) име-
ет шестой порядок погрешности во внутренних узлах и четвертый в граничных узлах. Впервые предложен ме-
тод торможения с начальным полем горизонтальной скорости посредством гладкого соединения двух синусоид. 
Предложенные алгоритмы позволяют более эффективно решать задачи гидродинамики с явной разностной схе-
мой уравнения вихря.

Ключевые слова: гидродинамика, численные методы, уравнения в частных производных, начально-краевая за-
дача, граничные условия, начальные условия
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Comparison of Solutions to a Hydrodynamic Problem in a Rectangular Cavity 
Using Initial Velocity Field Damping and Acceleration Methods
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Dmitriy F. Pastukhov4 , Yuriy F. Pastukhov4  
1 MGTU named after. N.E. Bauman, Moscow, Russian Federation
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Abstract
Introduction. This study investigates the numerical solution of a two-dimensional hydrodynamic problem in a rectangular 
cavity using the method of initial velocity field damping and the method of accelerating the initial conditions in terms 
of stream function and vorticity variables. The damping method was applied at Reynolds numbers Re ≤ 3000, and the 
acceleration method was used for Re = 8000.
Materials and Methods. To speed up the numerical solution of the problem using an explicit finite-difference scheme 
for the vorticity dynamics equation, the method of initial condition damping and the method of n-fold splitting of the 
explicit difference scheme (with n = 100) were used. Compared to the traditional method of accelerating from stationary 
fluid, the initial velocity field damping method reduced the computation time by a factor of 57. The splitting method 
used a maximum time step proportional to the square of the spatial step, while maintaining spectral stability of the 
explicit scheme in the vorticity equation. The majority of computation time was spent solving the Poisson equation in the 
“stream function — vorticity” variables. By freezing the velocity field and solving only the vorticity dynamics equation, 
computation time was further reduced in the splitting method. The inverse matrix for solving the Poisson equation using 
a finite number of elementary operations were computed using the Msimsl library.
Results. Numerical solutions demonstrated the equivalence of the damping and acceleration methods for the initial velocity 
field at low Reynolds numbers (up to 3000). The equivalence of solutions obtained using the “stream function — vorticity” 
algorithm and the implicit iterated polyneutic recurrent method for accelerated initial conditions was numerically 
confirmed. For the first time, an initial horizontal velocity field was proposed, smooth at internal points and composed of 
two sine waves, with a stationary center of mass for the fluid in the rectangular cavity.
Discussion and Conclusion. An algorithm for numerically solving a two-dimensional hydrodynamic problem in a 
rectangular cavity using “stream function — vorticity” variables is proposed. The approximation of the equations in 
system (1) has sixth-order accuracy at internal grid points and fourth-order accuracy at boundary points. A novel damping 
method is introduced using an initial horizontal velocity field formed by smoothly connecting two sine waves. The 
proposed algorithms enhance the efficiency of solving hydrodynamic problems using an explicit finite-difference scheme 
for the vorticity equation. 

Keywords: hydrodynamics, numerical methods, partial differential equations, initial-boundary value problem, boundary 
conditions, initial conditions
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Введение. В работе рассматривается двухмерная гидродинамическая задача в прямоугольной каверне с под-
вижной верхней крышкой в переменных «функция тока — вихрь» [1]. Поле скорости имеет две особые точки в 
верхних углах каверны по величине и по направлению, благодаря чему данная задача является полигоном апроба-
ции численных алгоритмов для решения различных задач гидродинамики [2]. Например, работы [3–5] связаны с 
точными решениями задач гидродинамики или их аппроксимацией с высокой степенью точности. Задачи с боль-
шими градиентами поля скорости в особых точках приведены в [6, 7], а задача с течением в вязких жидкостях — 
в [8, 9]. Некоторые методы постановки начальных и краевых условий рассмотрены в работах гидродинамики [10, 11]. 
Настоящая работа опирается на метод n-кратного расщепления уравнения вихря с явной разностной схемой 
(n = 100), описанный в статье [11] и использующий равномерную сетку n1 × n2 = 100 × 100. 

Материалы и методы
Постановка задачи. Рассмотрим классическую гидродинамическую задачу в прямоугольной области (каверне) 

с системой уравнений в частных производных, начальными и краевыми условиями для физических полей [1] в 
переменных «функция тока — вихрь». Обозначим через (u(x,y), v(x,y)) вектор скорости жидкой частицы, причем 
на твердой границе, боковых и нижнем отрезках прямоугольной каверны скорость равна нулю (условие прили-
пания частиц жидкости). Также нормальная компонента скорости равна нулю на всей прямоугольной границе. 

mailto:%D0%B4dmitrij.pastuhov@mail.ru
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Начало системы координат расположим в нижнем левом углу прямоугольника, направим ось у вверх, ось х — 
вправо. Ширину прямоугольной каверны обозначим L, высоту — буквой H. 

В гидродинамической задаче в закрытой каверне подвижная верхняя крышка перемещается вправо с посто-
янной скоростью umax. Обозначим характерные масштабы: длины L, времени  

max

L
u

, скорости umax, функции тока 

Lumax, вихря  maxu
L

, числа Рейнольдса Re. Введем безразмерные переменные  x  — горизонтальная координата,
 y  — вертикальная координата,  ,  wψ  — функции тока и вихря соответственно,  ( ),  u v  — вектор  скорости,  t  — 
время, задав их формулами:

 
max max

max

0 1, 0 , , ,yx Hx y k Lu
L L L

ψ≤ = ≤ ≤ = ≤ = ψ = ψ =
ψ

 max
max

max max max

, , ,uu v wu v w w
u u w L

= = = =

 max

max

, ,Re .u Lt Lt T
T u

= = =
ν

Запишем систему уравнений гидродинамики с безразмерными переменными и функциями [1, 5, 11]:
 

( )

1 1

max

\

( , ), 0 1, 0 ,

,
; ,

1 ,0 ,
Re

0, 0, 0, 1.

x x y y

x y

y x

t x y x x y y

ГГ Г Г Г

xw x y x y k
L

w v u
u v

tw u w v w w w t
T

v u u


ψ +ψ = − < = < < <

 = −


= ψ = −ψ

 + ⋅ + ⋅ = + < =

ψ ≡ ≡ = =

 

Здесь Г1 — объединение боковых сторон и нижнего отрезка, Г\Г1 — верхний отрезок прямоугольника Г. Первым 
в системе (1) следует уравнение Пуассона для функции тока и функции вихря. Двумерное уравнение Пуассона на 
прямоугольнике решается в матричном виде за конечное число арифметических действий с шестым порядком по-
грешности [5, 12]. Далее по тексту опустим черту сверху над безразмерными функциями, временем и координатами.

 Вторая строка системы (1) — функция вихря, вычисляемая через координатные производные поля скорости. 
Третья строка — компоненты скорости — вычисляются как частные производные от функции тока. Четвертая 
строка — уравнение динамики вихря, которое в системе уравнений (1) единственное явно зависит от времени. 
Слева стоит полная (конвективная) производная по времени. На границе прямоугольника отсутствует вертикаль-
ная компонента скорости; горизонтальная компонента равна единице на верхнем отрезке и нулю на нижнем от-
резке и боковых сторонах. 

Кроме двух упомянутых особых точек поля скорости для тестирования алгоритма в методе торможения на-
чального поля скорости использовалось сильно нестационарное и завихренное начальное поле скоростей. Оно по 
своим параметрам должно быть близко к стационарному полю скоростей, удовлетворять уравнению неразрывно-
сти стационарной жидкости и, как показывает численный эксперимент, быть непрерывно дифференцируемым во 
всех точках поля. Впервые в данной работе предложено начальное поле горизонтальной составляющей скорости 
на равномерной прямоугольной сетке по формуле (2) (профиль горизонтальной скорости сшит на верхнем отрез-
ке прямоугольной каверны из двух кубических полиномов):

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

1

1
0 0

2

1 2 1 2 1 2
1 2
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2 2 2 1 2

2
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1 2
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mn nm
n m m

m
m
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k k
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k k kx nh y mh h h k k
n n

−

+

 + π π  = − = − ≤ ≤    +   
  

−  π −  +π  = = < ≤ =   + 
 + 

= = = = = =
+ + 1 2 1 2

1 2 1 2

, 2 ,

0, , 0, , 100.

k k k k k

n n m n n n












 + = =



= = = =

В формуле (2) нижняя часть жидкости движется влево, верхняя ее часть — вправо, а горизонтальная компонен-
та скорости ограничена u0(xn), то есть единицей, профиль горизонтальной скорости непрерывен по переменной 
y:  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0,0 , , 0, , .n n n n nu x u x k u x k u x k u x− − + += = = = В граничной точке графики синусоид касаются друг друга:

(1)

(2)
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 11
1 1 0 0 0

1 1 1 2 2 2 1

, , cos cos .
2 2 22 2 2

n n
y n y n n n n

u x u x k kku x k u x k u x u x u x
k k k k k k k− +

π −   ππ π π π π= ⇔ − = = = =   
   

Интегрируя профиль (2) по переменной y от 0 до k при постоянной переменной х, получим, обозначая 
 ( ) 1 21

1
11 10

0 0
1 2

, :
k k kk
k

y ky
y y

k k

= +−
= =

 
( ) ( ) ( )1 1 2

1

1 1
1

0 2
0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) sin sin
22

k k kk

k

ku x y dy u x y dy u x y dy u x y d y k y d y
+

− +

 π= + = − π + = 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 2 1 2 1 1
0 0 0

0 0

2 2 2 2 2cos cos 0.
22 2

k k k k k ku x y y u x u x
   − −π  = π − = + = + =    π π π ππ  π    

Последний интеграл показывает, что в начальный момент времени центр масс каждого достаточно тонкого 
элементарного вертикального столба жидкости покоится на оси х. Тогда по закону сохранения импульса центр 
масс всей жидкости не перемещается по оси x как в начальный, так и во все прочие моменты времени. 

Профиль горизонтальной компоненты (3) скорости на верхнем отрезке каверны (y = k = 1) имел вид симме-
тричной гладкой и непрерывной равнобочной криволинейной трапеции без особых точек поля скорости:

 

( )

2 3 0

1

0

2 3

13 -2 , [0,1],0 , ,
10

, ( ) 1, 1 ,
13 -2 , [0,1],1 1.

nxz z z x
n

u x k u x x
xz z z x

 = ∈ ≤ ≤ τ τ = = τ≡ = τ ≤ ≤ − τ
 −= ∈ − τ ≤ ≤

τ
Отметим, что  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 2 ' 2

0 1
0 0 6 6 0, 1 1, 1 6 6 0,

z z
u u z z u u z z

= =
= = − = = = − =  то есть в 2-х точках сопряжения   

x = τ, x = 1 ‒ τ профиль горизонтальной компоненты скорости на верхнем отрезке прямоугольной каверны явля-
ется гладким.

Вертикальная компонента скорости частиц жидкости в начальный момент согласно уравнению неразрывно-
сти вычислялась по формуле трапеций  2 11, 1, 1, 1:m n n n= − = −

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1

2 2
1 11 1

, , , , ,
, , .

2 4 2

m m
x n m n m n m n i n i

n m x n i
i i

u x y u x y u x y u x y u x y
v x y h u x y h

h h

− −
+ − + −

= =

− −  = − + = − +  
   

∑ ∑
Согласно алгоритму [1] первым в системе уравнений (1) решается уравнение Пуассона за конечное число 

элементарных операций [5], при этом аппроксимируем уравнение Пуассона с шестым порядком погрешности во 
всех внутренних точках.

Для аппроксимации оператора Лапласа разложим в ряд Тейлора узловые значения функции тока ψ(x, y) в уз-
лах, окружающих центральный узел, на прямоугольном шаблоне из девяти узлов. С учетом симметрии частные 
производные нечетного порядка функции тока отсутствуют. При разложении в ряд Тейлора учтем также уравне-
ние Пуассона:

 ( ) , 2 1( , ) ( , )
( , ) , , 1, 1, 1, 1,

i j i j
xx yy xx yy i j i jx y x y
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Используя уравнение (5) для уравнения (6), а также ограниченность решения в каждом узле прямоугольной 

сетки получим, что
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Заметим, что
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 ( ) ( ) ( )2 (4) (4) (4) (6) (6) (6) (6) (4) (6) (6)2 3 , .x y xxyy x y xxxxyy xxyyyy xxyy xx yy xxyyyy yyxxxxxxyy
f f∆ = ∆ ψ +ψ + ψ = ψ +ψ + ψ +ψ = ψ +ψ = ψ +ψ

С учетом последних преобразований преобразуем формулу (6):

 ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )

2
(4) (4) (4)
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Потребуем, чтобы множитель при  
2

12
h  стал оператором ∆f от функции f, отсюда имеем:
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Чтобы использовать уравнение Пуассона (7) для функции тока в системе уравнений (1) с точностью O(h6) 
необходимо, чтобы f = ‒w, производные fxx, fyy были представлены с точностью O(h4), а  (4) (4) (4), ,x y xxyyf f f  — 
с точностью O(h2).

Методом неопределенных коэффициентов [12] были получены формулы для внутренних узлов функции f с 
индексами  1 22, 2, 2, 2 :n n m n= − = −
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( )( ) ( )

( )

4
0,0 1,0 0, 1 1,0 0,1 2,0 0, 2 2,0 0,22

(4) (4) 2
0,0 1,0 0, 1 1,0 0,1 2,0 0, 2 2,0 0,24

(4)
0,0 1,0 0, 1 1,0 0,1 1, 1 1,1 1,4

1 4 15 ,
3 12

1 12 4 ,

1 4 2

xx yy

x y

xxyy

f f f f f f f f f f f O h
h

f f f f f f f f f f f O h
h

f f f f f f f f f
h

− − − −

− − − −

− − − − − −

+ = − + + + + − + + + +

+ = − + + + + + + + +

= − + + + + + +( ) ( )2
1 1,1 .f O h






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Таким образом, формулы (7), (8) совместно аппроксимируют уравнение Пуассона для функции тока и функ-
ции вихря в (1) с шестым порядком погрешности во внутренних узлах прямоугольника.

В работе [5] описан алгоритм для матричного метода решения разностного уравнения Пуассона (7) за конеч-
ное число элементарных арифметических операций методом векторной прогонки.

Рассмотрим разностное уравнение (9):
 ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
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Определим квадратные матрицы A, B размерности (n1‒1)×(n1‒1):
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Запишем кратко [5] матричный алгоритм решения разностного уравнения (9):
1. По формуле 
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вычислить правую часть уравнения Пуассона во всех внутренних узлах равномерной сетки прямоугольника (m = 1, …, 
n2 – 1; n = 1, …, n1 – 1).

2. Модифицировать правые части системы уравнений (11) по формулам (12), (13) в узлах прямоугольного 
контура, соседнего с граничным контуром, то есть найти  ,m nF  по величинам Fm,n пункта 1:
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≡ − ψ +ψ − ψ +ψ +ψ

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

2,0 ,0 1,1

1,1 1,1 1,0 ,1 ,2 2,0 ,0

1, 1 2, 1 1, 2 1, , 1 2, 2 , 2 2, , 1, 1

1, 1 1, 1

,

2 1 ,
3 6

10 2 1 ,
3 3 6

n n

n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n n n n n n n

n n n n

F

F F

F

F F

−

− − − −

− − − − − − − − − − − − − −

− − − −

+ ψ =

≡ − ψ +ψ − ψ +ψ +ψ

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ =

≡ − ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1 2 1 2 1 2 11, , 1 , 2 2, ,

1,1 2,1 1,2 1,0 0,1 2,2 0,2 2,0 0,0 1,1

1,1 1,1 1,0 0,1 0,2 2,0 0,0

2 1 ,
3 6

10 2 1 ,
3 3 6

2 1 .
3 6

n n n n n n n n n n

F

F F

− − − −
















ψ +ψ − ψ +ψ +ψ

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ =

 ≡ − ψ +ψ − ψ +ψ +ψ

 ( ) ( )

( )

( )
2 2 2 2 2 2 2 2

1, 1, 1 2, 1, 1 0, 2, 1 2, 1 0, 1 0, 1 1, 1

1, 1, 0, 0, 1 0, 1 1

1, 1, 1 2, 1, 1 , 2, 1 2, 1 , 1

10 2 1 , 2, 2,
3 3 6

2 1 , 2, 2,
3 6

10 2 1
3 3 6

n n n n n n n n n n

n n n n n

n n n n n n n n n n n n n n n n

F n n

F F n n

− + − + − +

− +

− − − − − + − − − + −

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ = = −

= − ψ − ψ +ψ = −

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ( )

( )

( ) ( )

( )

2 2

2 2 2 2 2

, 1 1, 1

1, 1, , , 1 , 1 1

,1 1,1 ,2 1,1 ,0 1,2 1,2 1,0 1,0 ,1 2

,1 ,1 ,0 1,0 1,0 2

, 2, 2,

2 1 , 2, 2,
3 6

10 2 1 , 2, 2,
3 3 6

2 1 , 2, 2,
3 6

10
3

n n n n

n n n n n n n n n n

m m m m m m m m m m

m m m m m

F n n

F F n n

F m n

F F m n

+ −

− − − +

− + − + − +

− +

= = −

= − ψ − ψ +ψ = −

− ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ = = −

= − ψ − ψ +ψ = −

− ( ) ( )

( )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

, 1 1, 1 , 2 1, 1 , 1, 2 1, 2 1, 1, , 1 2

, 1 , 1 , 1, 1, 2

, , 2 1

2 1 , 2, 2,
3 6

2 1 , 2, 2,
3 6

, 2, 2, 2, 2.

m n m n m n m n m n m n m n m n m n m n

m n m n m n m n m n

m n m n

F m n

F F m n

F F m n n n

− − − − + − − − + − − + −

− − − +


















 ψ + ψ +ψ +ψ +ψ + ψ +ψ +ψ +ψ = = −



= − ψ − ψ +ψ = −

= ∀ ∈ − ∈ −







3. Найти матричные коэффициенты прогонки вперед по формулам (14), (15)  21, 2 :m n= −

 1 1
1 1 1, ,ТA B A F− −λ = − ν =

 ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 2, , 2, 2.Т

m m m m m mB A B B A F B m n− −
− − −λ = − λ + ν = λ + − ν = −

4. Найти вектор-строку  
2 1
Т
n −ψ  по формуле (16):

 ( ) ( )2 2 2 2

1
1 2 1 2 .Т Т

n n n nB A F B
−

− − − −ψ = λ + − ν

5. Найти остальные строки матрицы-решения ψT
m по формулам (17):

 
2 22 1 2 1 12,1 , 2,1, .Т Т Т

m m m m n nm n m n+ − −= − ψ = λ ψ + ν = − ν = ψ
      

Матричный алгоритм прогонки (9)–(17) сохраняет шестой порядок погрешности согласно 
формулам (7), (8) для уравнения Пуассона.

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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Второе  и третье уравнения системы (1)   , ,x y y xw v u u v= − = ψ = −ψ  линейны относительно первых частных 
производных, которые можно вычислять независимо. Приведем квадратурные формулы первой производной с 
различными центрами шаблона. 

Например, для уравнения  yu = ψ  получим:

 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )

2

6
( , ) 1, 1, 2, 2, 3, 3, 2 1

0, 4, 5, 4
(1, ) 1, 2, 3, 1

4
(2, ) 3, 1, 4, 0, 1

( 1

1 3 3 1 , 3, 3, 1, 1,
4 20 60

1 13 2 , 1, 1,
5 12 3 20

1 8 , 1, 1,
12

i j i j i j i j i j i j i j

j j j
j j j j

j j j j j

n

u u O h i n j n
h

u O h j n
h

u O h j n
h

u

+ − + − + −

−

= ψ −ψ − ψ − + ψ −ψ + = − = −

ψ ψ ψ 
= − − ψ + ψ −ψ + − + = − 

 

= ψ −ψ − ψ −ψ + = −

( )

( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

, 4, 5, 4
, ) 1, 2, 3, 1

4
( 2, ) 3, 1, 4, , 1

1 13 2 , 1, 1,
5 12 3 20

1 8 , 1, 1.
12

n j n j n j
j n j n j n j

n j n j n j n j n j

O h j n
h

u O h j n
h

− −
− − −

− − − −










 ψ ψ ψ 

= − − − ψ + ψ −ψ + − + = −  
 


= − ψ −ψ − ψ −ψ + = −


Аналогичные формулы можно записать для уравнений  , .x yxv w v u= −ψ = −  Рассмотрим уравнение динамики вих-

ря в системе уравнений (1). Для ускорения численного решения задачи (1) использовался метод расщепления [11].
Аналитически метод n-кратного расщепления уравнения вихря для временного интервала τ0 ⸳ n можно запи-

сать в виде:
 ( )

1

0

1 , 0, 1.
Re

k i k i
k k i k k i k i k i

x y xx yy
w w u w v w w w i n

+ + +
+ + + +− + ⋅ + ⋅ = + = −

τ

Система рекуррентных уравнений (19) для вихря с замороженным полем скорости
 ( )( , ), ( , ) , 0, 1, , 1,2,...k ku x y v x y i n k const k= − = =  состоит из n промежуточных шагов  0, 1,i n= −  верхний индекс i 
указывает номер промежуточного слоя времени в уравнении вихря (19), индекс k — номер кратного слоя времени 
в системе (19) (если k кратно n). Поля скорости и функции тока постоянны в уравнениях (19) при значениях k = const 
и изменении индекса  0, 1,i n= − . В данной системе уравнений изменяется только поле вихря  ,  0, 1.k iw i n+ = −  Поле 
скорости скачком изменяется в системах (1), (19), когда временной индекс функции вихря увеличивается на n от k 
до k + n в системе уравнений (19).

Идея расщепления системы уравнений (19) заключается в уменьшении накопления ошибки округления и вре-
мени вычислений при ее решении. Дифференциальные операторы по координате в (19) аппроксимированы во 
внутренних узлах с точностью O(h6), как и все уравнения системы (1), граничные условия с точностью O(h4), а по 
времени с точностью O(τ).

Таким образом, за время τ0 ⸳ n, решая n раз уравнение (19), получим скачок по времени τ0 ⸳ n (в n раз больший, 
чем последовательное решение системы уравнений(1)) и уменьшим ошибку округления, не решая другие уравне-
ния системы (1) внутри системы (19).

Уравнение (19) линейно относительно координатных производных  , , , .i i i i
x y xx yyw w w w   В работе [11] показано, что 

для спектральной устойчивости уравнения динамики вихря (19) достаточно выбрать соотношение временного и 
пространственного шагов в виде неравенства  2

0
3 Re.

16
hτ ≤  Именно такой максимальный временной шаг задавал-

ся авторами в программе.
Для первых частных производных уравнения (19) использовались формулы аппроксимации, например, для wy   

(формулы для производной wx аналогичны):

 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )

6
( , ) 1, 1, 2, 2, 3, 3, 2 1

0, 4, 5, 4
(1, ) 1, 2, 3, 1

4
(2, ) 3, 1, 4, 0, 1

(

1 3 3 1 , 3, 3, 1, 1,
4 20 60

1 13 2 , 1, 1,
5 12 3 20

1 8 , 1, 1,
12

y i j i j i j i j i j i j i j

j j j
y j j j j

y j j j j j

y

w w w w w w w O h i n j n
h

w w w
w w w w O h j n

h

w w w w w O h j n
h

w

+ − + − + −= − − − + − + = − = −

 
= − − + − + − + = − 

 

= − − − + = −

( )

( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

, 4, 5, 4
1, ) 1, 2, 3, 1

4
( 2, ) 3, 1, 4, , 1

1 13 2 , 1, 1,
5 12 3 20

1 8 , 1, 1.
12

n j n j n j
n j n j n j n j

y n j n j n j n j n j

w w w
w w w O h j n

h

w w w w w O h j n
h

− −
− − − −

− − − −










  

= − − − + − + − + = −  
 


= − − − − + = −



(18)

(19)

(20)
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Вторые частные производные wy y  в (19) имеют вид:

 ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

6
( , ) , 1, 1, 2, 2, 3, 3, 2 12

4
(1, ) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12

(2, ) 2

1 49 3 3 1 , 3, 3, 1, 1,
18 2 20 90

1 137 49 17 47 19 31 13 , 1, 1,
180 60 12 18 12 60 180

1 5
2

yу i j i j i j i j i j i j i j i j

yу j j j j j j j j

yу j

w w w w w w w w O h i n j n
h

w w w w w w w w O h j n
h

w
h

+ − + − + −= − + + − + + + + = − = −

= − − + − + − + = −

= − ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4
2, 1, 3, 0, 4, 1

4
( 1, ) , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 12

( 2, ) 2, 1, 3,2

4 1 , 1, 1,
3 12

1 137 49 17 47 19 31 13 , 1, 1,
180 60 12 18 12 60 180

1 5 4
2 3

j j j j j

yу n j n j n j n j n j n j n j n j

yу n j n j n j n j

w w w w w O h j n

w w w w w w w w O h j n
h

w w w w
h

− − − − − − −

− − − −

+ + − + + = −

= − − + − + − + = −

= − + + − ( )( ) ( )
2 2

4
4, 1

1 , 1, 1.
12 n j n jw w O h j n−












 + + = −


Аналогичные формулам (20) записываются формулы для производной wxx.
Согласно алгоритму A. Salih [1] предварительно необходимо обновить значения функции вихря w на границе 

прямоугольника и только потом решать уравнение вихря (19) во внутренних точках каверны.
Разложим в ряд Тейлора функцию тока в первом координатном узле на расстоянии h от левой стенки вдоль оси x, 

которая нормальна к левой стенке:
 ( )

2 3 4 5
6

1 0 .
2 6 24 120x xx xxx xxxx xxxxx
h h h hh O hψ = ψ +ψ +ψ +ψ +ψ +ψ +

Из уравнения  0yu = ψ =  следует, что на боковых стенках функция тока не меняется, а из уравнения  0xv = −ψ =  
следует, что функция тока не меняется на нижнем и верхнем отрезке каверны, поэтому на четырех сторонах пря-
моугольной каверны положим функцию тока равной нулю.

Учтем, что на левой стенке каверны  0 0, ,x xxv wψ = ψ = − ψ = −  и перепишем (21):

 ( ) ( )
2 3 4 5 2 3

6 41
1 2

22 .
2 6 24 120 3 12 60xxx xxxx xxxxx xxx xxxx xxxxx
h h h h h h hvh w O h w v O h

h h
ψ

ψ = − − +ψ +ψ +ψ + ⇔ = − − +ψ +ψ +ψ +

Из уравнения (22) видно, что достаточно аппроксимировать производные для функции тока  ψxxx, ψxxxx,ψxxxxx, на 
левой границе соответственно с 3-м, 2-м, 1-м порядками погрешности. Уравнение (22) имеет инвариантный вид, 
так как порядок производной и степень шага h имеют одинаковую четность. Например, для ψxxxxx , h

3 имеем пятый 
и третий порядок соответственно, поэтому произведение разностного оператора ψxxxxx на h3 не изменит знак и 
имеет одинаковый вид относительно правой и  левой стенки.

В программе использовалась следующая аппроксимация производных для формулы (22) (в каждой формуле (23) 
индекс j меняется в пределах  11, 1j n= − ):

 ( ) ( )

( ) ( )

(3) 4
(0, ) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,2

(4) 2 4
(0, ) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,2

(5) 3
(0, ) 0, 1, 2, 3,2

1 49 461 307 1529 62 13 ,
8 8 8 8

1 35 137 242 107 1731 19 ,
6 2 3 2 6

1 7 95 8520 60
2 2

y j j j j j j j j

y j j j j j j j j

y j j j j j

w h w w w w w w w O h
h

w h w w w w w w w O h
h

w h w w w w
h

= − + − + − + − +

= − + − + − + +

= − + − + −( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

4
4, 5, 6,

(3) 4
( , ) , 1, 2, 3, 4, 5, 6,2

(4) 2
( , ) , 1, 2, 3, 4, 5,2

516 ,
2 2

1 49 461 307 1529 62 13 ,
8 8 8 8

1 35 137 242 10731 19
6 2 3 2

j j j

y n j n j n j n j n j n j n j n j

y n j n j n j n j n j n j n j

w w w O h

w h w w w w w w w O h
h

w h w w w w w w
h

− − − − − −

− − − − −

+ − +

= − + − + − + − +

= − + − + −( ) ( )

( ) ( )

2

2 2 2 2 2 2 2 2

4
6,

(5) 3 4
( , ) , 1, 2, 3, 4, 5, 6,2

17 ,
6

1 7 95 85 520 60 16 .
2 2 2 2

n j

y n j n j n j n j n j n j n j n j

w O h

w h w w w w w w w O h
h

−

− − − − − −














+ +



= − + − + − + − +

В работе [1] A. Salih указывает, что устойчивость численного решения задачи (1) зависит от порядка аппрок-
симации краевых значений функции вихря в уравнении, аналогичном уравнению (23). Например, он утверждает, 
что аппроксимация граничных условий вихря с первым порядком более устойчива, чем аппроксимация со вторым 
порядком. Используя метод расщепления уравнения вихря (19) явной разностной схемы авторами не было заме-
чено влияния порядка аппроксимации краевых условий вихря на устойчивость задачи даже при аппроксимации 
с четвертым порядком. Устойчивость решения общей задачи (1) зависела только от числа Рейнольдса Re и от вы-
бора начальных условий.

Аналогично формуле (22) для вихря на нижней (верхней стенке) имеем

 ( )
2 3

41
2

22 .
3 12 60yyy yyyy yyyyy
h h hw u O h

h h
ψ

= − +ψ +ψ +ψ +

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)
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Профиль начальной горизонтальной компоненты скорости (2), (3) и вертикальной компоненты (4) относится 
к методу торможения и устойчив при числе Рейнольдса Re ≤ 3000. Метод разгона предполагает неподвижную на-
чальную жидкость в каверне и впервые предложен А.А. Фоминым и Л.Н. Фоминой в работе [2]. Верхняя крышка 
каверны, медленно разгоняясь из неподвижного состояния, увлекает за собой жидкость в закрытой каверне. В 
работе [2] Фомины предложили вычислять зависимость скорости верхней крышки от времени согласно формуле

 ( )( )( )1 1

1

1 sin 2 / 1 1 ,0 ,
( , ) 0, ( , ) 2 2

1, .

t t t t
v x k u x k

t t

π − + ≤ ≤= = 
 >

В данной работе c методом разгона использовалась аналогичная формула
 

1
1

1

sin ,0 ,
( , ) 0, ( , ) 2

1, .

t t t
v x k u x k t

t t

  π ≤ ≤  = =   
 >

а)

1,00

Y

X

0,75

0,50

0,25

0,00
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

б)
Рис. 1. Результаты решения: а — Re = 2000, метод торможения, нижняя граница функции тока (первое число), 

границы горизонтальной и вертикальной компонент скорости, функции вихря в момент t = 24000;
 б — предельное поле линий тока в методе торможения Re = 2000, n1 × n2 = 100 × 100

а)

1,00

Y

X

0,75

0,50

0,25

0,00
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Рис. 2. Результаты решения: а — Re = 2000, метод разгона, нижняя граница функции тока (первое число), 
границы горизонтальной и вертикальной компонент скорости, функции вихря в момент t = 1260000; 

б — предельное поле линий тока в методе разгона Re = 2000, n1 × n2 = 100 × 100

(25)

б)
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Сравнивая интервалы изменения величин функции тока, поля горизонтальной и вертикальной скорости, функ-
ции вихря на рис. 1 и рис. 2 видим, что они совпадают с точностью до 16 значащих цифр. Следовательно, совпа-
дают поля линий тока на рис. 1 и рис. 2.

Таким образом, методы разгона и торможения начального поля скорости (2), (3), (4) эквивалентны для чисел 
Рейнольдса Re ≤ 3000. Однако время установления стационарных полей в методе торможения в десятки раз (в 57 раз) 
меньше, чем время решения задачи (1) в методе разгона.

а)

1,00
Y

X

0,75

0,50

0,25

0,00
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

б)
Рис. 3. Результаты решения: а — Re = 8000, метод разгона, нижняя граница функции тока (первое число), 

границы горизонтальной и вертикальной компонент скорости, функции вихря в момент t = 1044000; 
б — предельное поле линий тока в методе разгона Re = 8000, n1 × n2 = 100 × 100 

Поле линий тока на рис. 3б имеет 3 вихря второго порядка, расположенных в углах каверны и полностью со-
впадает с полем линий тока в работе [13, с. 22] при Re = 8000. Из рис. 1, 2, 3 видно, что максимальные по модулю 
значения функции вихря образуются в узлах на верхней и правой стенке каверны недалеко от точек сопряжения 
профиля скорости, либо вблизи особых точек скорости в верхних углах каверны [14].

Обсуждение и заключение. Предложен алгоритм численного решения двухмерной гидродинамической зада-
чи в прямоугольной каверне в переменных «функция тока — вихрь». Аппроксимация уравнений в системе (1) имеет 
шестой порядок погрешности во внутренних узлах и четвертый в граничных узлах. Впервые предложен метод 
торможения с начальным полем горизонтальной скорости посредством гладкого соединения двух синусоид. На-
чальные условия в методе торможения допускают числа Рейнольдса Re ≤ 3000. Численно показана эквивалент-
ность решений методом разгона и методом торможения начальных условий с совпадением конечных полей функ-
ции тока, поля горизонтальной и вертикальной компонент скорости и поля вихря с точностью до 15 значащих 
цифр. Численно решена задача в переменных «функция тока — вихрь» с числом Re = 8000. При этом ее решение 
и структура основного и вторичных вихрей качественно совпадает с работами других авторов.
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Исследование влияния движения границ на колебательные 
и резонансные свойства механических систем переменной длины

А.Л. Семенов1 , В.Л. Литвинов2 , М.В. Шамолин3 
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Аннотация
Введение. Широкое распространение в технике объектов с движущимися границами обусловливает необходи-
мость развития методов математического моделирования и создания алгоритмического программного обеспе-
чения для соответствующего анализа. Настоящая работа представляет собой систематизированный обзор мате-
риалов, в которых исследуются колебательные и резонансные свойства механических систем с движущимися 
границами, таких как канаты подъемных устройств, гибкие передаточные механизмы, струны, стержни, балки 
переменной длины и т. д. 
Материалы и методы. Сформулирована постановка и разработаны численные методы решения нелинейных за-
дач, описывающих волновые процессы и резонансные свойства объектов с движущимися границами. 
Результаты исследования. Проведен анализ отражения волн от движущихся границ, включая изменение их 
энергии и частоты. Показано, что энергия системы возрастает при движении границы навстречу волнам и убы-
вает при совпадении направлений. Получены критерии, определяющие условия, при которых необходимо учи-
тывать движение границ для корректного расчета амплитуд колебаний. Численные результаты демонстрируют 
влияние скорости движения границ и демпфирования на динамику системы. 
Обсуждение и заключение. Результаты работы имеют практическое значение для проектирования и эксплуа-
тации механических систем с переменной геометрией. Приведенные результаты позволяют на стадии проекти-
рования предотвратить возможность возникновения колебаний большой амплитуды в механических объектах с 
движущимися границами. Данные задачи мало изучены и требуют дальнейшего исследования. 

Ключевые слова: резонансные свойства, колебания систем с движущимися границами, волновые процессы, 
демпфирование, амплитуда колебаний 
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Abstract
Introduction. The widespread use of technical systems with moving boundaries necessitates the development of 
mathematical modelling methods and algorithmic software for their analysis. This paper presents a systematic review 
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of studies examining the oscillatory and resonance properties of mechanical systems with moving boundaries, such as 
hoisting cables, flexible transmission mechanisms, strings, rods, beams with variable length, and others. 
Materials and Methods. A problem statement is formulated, and numerical methods are developed for solving nonlinear 
problems that describe wave processes and the resonance properties of systems with moving boundaries. 
Results. An analysis is conducted on wave reflection from moving boundaries, including changes in their energy and 
frequency. It is shown that the energy of the system increases when the boundary moves toward the waves and decreases 
when moving in the same direction as the waves. Criteria are obtained to determine the conditions under which the 
boundary motion must be considered for accurate calculation of oscillation amplitudes. Numerical results demonstrate the 
influence of boundary speed and damping on the system dynamics. 
Discussion and Conclusion. The findings have practical significance for the design and operation of mechanical systems 
with variable geometry. The results make it possible to prevent large-amplitude oscillations in mechanical objects with 
moving boundaries at the design stage. These problems have not been sufficiently studied and require further research. 

Keywords: resonance properties, vibrations of systems with moving boundaries, wave processes, damping, vibration amplitude

For Citation. Semenov A.L., Litvinov V.L., Shamolin M.V. Study of the Influence of Boundary Motion on the Oscillatory 
and Resonance Properties of Mechanical Systems with Variable Length. Computational Mathematics and Information 
Technologies. 2025;9(2):34‒43. https://doi.org/10.23947/2587-8999-2025-9-2-34-43

Введение. В области динамики упругих систем особый практический интерес представляют задачи, связанные 
с колебаниями конструкций, геометрические параметры которых изменяются во времени. Типичными примерами 
таких систем служат канаты подъемных устройств [1–8], гибкие элементы передаточных механизмов [4, 6, 9], бу-
рильные установки [10] и т. д. Многочисленные исследования в области динамики подъемных канатов выявили 
необходимость разработки новых подходов к анализу поведения одномерных объектов с переменными геометри-
ческими характеристиками. 

Аналогичные задачи с движущимися границами возникают и при решении уравнений теплопереноса, тепло-
проводности и диффузии (в частности, задача Стефана). Такие задачи рассмотрены в работах Л.А. Уваровой [11], 
В.А. Кудинова [12] и других авторов. 

Исследованию смежного класса задач, посвященных построению двумерных и трехмерных математических 
моделей морских и прибрежных систем, мелководных водоемов, процессам волновой гидродинамики, гидро-
физики, исследованию корректности постановок задач, описываемых уравнениями эллиптического типа, посвя-
щены работы А.И. Сухинова и его учеников [13, 14]. Авторы рассматривают задачи построения и исследования 
двумерно-одномерных схем расщепления и методы решения сеточных задач диффузии-конвекции-реакции, а на 
их основе — экономичных параллельных алгоритмов. 

Результаты А.И. Сухинова, А.М. Атаян, А.В. Никитиной, А.Е. Чистякова, В.В. Сидорякиной [15] и других ав-
торов являются основой для исследования задач прогнозирования неблагоприятных и опасных явлений, в т. ч. вол-
новых процессов на границах в природных и техногенных системах; массопереноса вещества через подвижную 
границу, включая штормовые нагоны, затопление прибрежных территорий, образование зон гипоксии в морских 
и прибрежных системах на основе прецизионных моделей; дистанционного зондирования и искусственного ин-
теллекта. В работах вышеперечисленных авторов исследованы вопросы существования и единственности реше-
ний линеаризованных начально-краевых задач для построенных моделей. 

Задача о колебаниях систем с движущимися границами связана с получением решения систем дифферен-
циальных уравнений в частных производных в переменных во времени областях, а также интегро-дифферен-
циальных уравнений с изменяющимися во времени пределами интегрирования и ядрами, введением понятия 
«собственных чисел» и «собственных функций» для объектов переменной длины, построением общей схемы 
исследования краевых задач рассматриваемого класса, основанной на синтезе теории интегральных уравнений и 
асимптотических методов, решением характерных модельных краевых задач в области динамики подъемных ка-
натов, балок, стержней и струн переменной длины, изучением их резонансных свойств. Такие задачи в настоящее 
время изучены недостаточно. Использование известных методов математической физики ограничено в основном 
классом задач с фиксированными границами. 

Сложности, возникающие при постановке такого рода задач и получении их решений, объясняет тот факт, 
что до настоящего времени не существует достаточно общего подхода к анализу особенностей динамики таких 
систем. Полученные результаты ограничены качественным описанием динамических явлений, а вот получению 
количественных характеристик, которые могли бы иметь практическую ценность, в известных публикациях уде-
лено недостаточное внимание. 

Теоретическая значимость результатов настоящей работы заключается в разработке и исследовании новых 
математических моделей, описывающих колебания объектов с движущимися границами в форме дифференци-
альных уравнений в частных производных. 

Практическая значимость заключается в обобщении методики моделирования и численного исследования ре-
зонансных свойств объектов, состояние которых описывается краевыми задачами с движущимися границами. 
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Возникновение колебаний большой амплитуды в указанных объектах часто бывает недопустимым, поэтому на 
первом плане здесь стоит анализ резонансных свойств. 

С математической точки зрения подобные задачи требуют решения уравнений гиперболического типа в об-
ластях с изменяющимися границами. Существенные сложности, возникающие при описании таких систем, обу-
словливают преимущественное использование приближенных методов анализа. Среди аналитических подходов 
наибольшую эффективность демонстрируют методы, основанные на специальных преобразованиях перемен-
ных [16, 17], а также методы, использующие принцип суперпозиции встречных волновых процессов [18]. Отдель-
ного внимания заслуживает подход [19], предполагающий применение комплекснозначных замен переменных, 
позволяющих свести исходную задачу к анализу уравнения Лапласа.

Однако возможности точных аналитических методов существенно ограничены [1–3, 20–21]. Среди прибли-
женных методов особого внимания заслуживает метод Канторовича-Галеркина [10, 22], а также подход, основан-
ный на построении решений интегро-дифференциальных уравнений [23]. В системах с движущимися границами 
наблюдается два вида резонансных явлений [4] — установившийся резонанс и прохождение через резонанс.

Если на систему с переменными во времени размерами действует сила, изменение которой согласовано с 
изменяющейся частотой собственных колебаний, то явление непрерывного увеличения амплитуды колебаний 
называется установившимся (обобщенным) резонансом. Прохождение через резонанс —  явление резкого уве-
личения амплитуды в течение конечного промежутка времени, когда мгновенная частота одного из собственных 
колебаний проходит через значение возмущающей частоты. 

Прохождение через резонанс происходит в течение ограниченного временного интервала и амплитуда колеба-
ний в этом случае не достигает значений, характерных для установившегося резонанса. Однако, когда затухание 
велико, а скорость движения границ мала, указанные выше величины резонанса близки между собой. В такой 
ситуации для оценки амплитуды колебаний, возникающих при прохождении через резонанс, нет необходимости 
решать задачу с подвижными границами. Достаточно зафиксировать границы в резонансной точке и вычислить 
амплитуду установившихся колебаний, которая будет близка к максимальной амплитуде, наблюдаемой при про-
хождении через резонанс. Амплитуда колебаний при неподвижных границах выступает в качестве верхней гра-
ницы для искомой величины. 

В связи с этим возникает потребность в расширении круга задач, связанных с моделированием колебаний 
объектов, имеющих подвижные границы, а также разработкой новых методов их решения и создания соответ-
ствующих программных средств, которая и формулируется в виде основной цели настоящей работы. В работе ис-
следованы закономерности отражения волн от движущихся границ в системах, колебания которых описываются 
волновым уравнением, а также особенности взаимодействия продольных волн с движущейся границей. Изучено 
влияние демпфирующих сил на амплитуду колебаний, возникающих в системах с движущимися границами при 
прохождении через резонанс. Получены неравенства, определяющие области, где необходимо учитывать движе-
ние границ. Данная работа представляет собой систематизированный обзор материалов, изложенных авторами в 
рамках докладов на научных конференциях [24–26], в которых исследуются колебательные и резонансные свой-
ства механических систем с движущимися границами. 

Материалы и методы 
Исследование закономерностей отражения волн от движущихся границ. Пусть колебательные процессы 

системы описываются волновым уравнением: 

 2( , ) ( , ) 0.tt xxU x t a U x t− = 
Здесь U(x,t) — функция продольного или поперечного смещения объекта от положения равновесия; t — вре-

мя; х — пространственная координата. 
Колеблющийся объект (струна, стержень) с одной стороны не ограничен, вторая граница движется по закону 

x = l(t). На движущуюся границу падает синусоидальная волна g(x + at) где 

 ( ) sin( ),g z A wz= + γ

а от границы отражается волна q(x ‒ at).
Ставится задача о нахождении изменения энергии отраженной волны по сравнению с падающей при равно-

мерном и периодическом движении границы. Решение уравнения (1) записывается в виде:

 ( , ) ( ) ( ).U x t g x at q x at= + + −

Энергия участка объекта (x∈[a;b]) находится по формуле:

 2 2 21 ( ( , ) ( , )) ,
2

b

x t
a

W a U x t U x t dx= ρ +∫
где ρ — линейная плотность массы объекта. 

После подстановки в (4) выражения (3) получим: 
 2 2 21 (( ( )) ( ( )) ) .

2

b

a

W a g x at q x at dx′ ′= ρ + + −∫

(1)

(2)

(3)

(4)
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Таким образом, энергия системы состоит из двух частей, то есть из энергии падающей волны и энергии от-
раженной волны:

 2 2
.

1 ( ( )) ,
2

b

пад
a

W a g x at dx′= ρ +∫
 2 2

.
1 ( ( )) .
2

b

отр
a

W a q x at dx′= ρ −∫
Будем использовать также безразмерную характеристику

 .
0

.

отр

пад

W
W

W
=

и безразмерные переменные:
 ( , ) ( , ),   ,   ,   ,   ( ) ( ),   ( ) ( ).U x t AY wat wx p wz q z AQ p g z AG p= ξ τ τ = ξ = = = =

При этом выражения (1)–(3), (5), (6) примут следующий вид:

 ( , ) ( , ) 0,Y Yττ ξξξ τ − ξ τ =

 ( ) sin( ),G p p= + γ

 ( , ) ( ) ( ),Y G Qξ τ = ξ + τ + ξ − τ

 0 0

0 0

2 2
. .( ( )) ,   ( ( )) ,

b b

пад отр
a a

W C G d W C Q d′ ′= ξ + τ ξ = ξ − τ ξ∫ ∫
где  2 2

0 0
1 ,  ,   .
2

C a A w a wa b wb= ρ = =

Рассмотрим граничное условие на движущейся границе вида

 ( ( ), ) 0U l t t =

при равномерном движении границы l(t)=Vt. 
В безразмерных переменных граничное условие будет иметь вид:

 ( ( ), ) 0,Y L τ τ =

где 
 ( ) ,   / ( 1).L V aτ = ατ α = α <

Подставим решение (10) в граничное условие (12). В результате получим:

 ( ( ) ) ( ( ) ) 0.G L Q Lτ + τ + τ − τ =

Обозначим P = (L(τ) ‒ τ) и найдем отсюда τ: τ = φ(P): 
Выразим:  ( ) 2 ( ).L P Pτ + τ = + ϕ  При законе движения границы  ( )

1
zPϕ =

α −
 уравнение (14) примет вид: 

 ( )1( ) .
1

Q P G Pα += −
α −

 

С учетом того, что падающая волна определяется выражением (9), для отраженной волны получим:

 ( )1( ) sin .
1

Q P P+α= − − + γ
−α

Анализ решения (15) показывает, что амплитуда при отражении от движущейся границы не изменяется, а 

частота изменяется согласно эффекту Доплера в  1
1
+α
−α

 раз. При движении границы навстречу волне (α > 0) частота 

увеличивается, а при движении сонаправленно волне (α < 0) — уменьшается.
Найдем изменение энергии одной падающей волны при отражении. 

Длина падающей волны (9) равна 2π, а длина отраженной —  1 2 ,
1
−α π
+α

 
поэтому 

 2
2

.
0

cos ( ) ,падW C P dP C
π

= + γ = π∫
 

( ) ( ) ( )
12
1 2

2
.

0

1 1 1cos ,
1 1 1отрW C P dP C

−απ
+α + α +α +α= + γ = π

−α −α −α∫

 .
0

.

1 .
1

отр

пад

W
W

W
+α= =
−α

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)
(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Энергия системы увеличивается при движении границы навстречу волнам и убывает при сонаправленном 
движении. 

Рассмотрим периодическое движение границы 

 ( ) sin( ).l t B t= ω

Согласуем движение границы с набегающими волнами таким образом, чтобы за время набегания одной волны   
(T = 2π/wa) граница совершала целое число колебаний n. При этом

 .wanω =

Выражение (17) в безразмерных переменных  ( ) ( ), ,  L wl t wat wxτ = τ = ξ =  с учетом (18) будет иметь вид:

 ( ) sin( ),L nτ = β τ
где β = Bw. 

При дозвуковом движении границы  ( ( ) 1)L′ τ <  должно выполняться условие βn < 1. Подставив (19) в гранич-
ное условие (15) для отраженной волны, получим:

 ( ) sin( 2 ( ) ).Q P P P= − + ϕ + γ

Функция φ(P) задается неявно и определяется из уравнения:

 sin( ( )) ( ) .n P P Pβ ϕ −ϕ =

Для нахождения энергии отраженной волны найдем из (21)  ( )P′ϕ  и из (20)  ( ) :Q P′

 ( ) 1/ ( cos( ( )) 1),P n P′ϕ = β ϕ −

 ( ) (1 2 ( ))cos( 2 ( ) ).Q P P P P′ ′= − + ϕ + ϕ + γ

Энергия падающей волны определяется выражением (16). 
С учетом (22), (23) для энергии отраженной волны получим: 

 2
2

.
0

cos 1( cos( 2 ( ) ) .
cos 1отр

nW C P P dP
n

π β ϕ+= + ϕ + γ
β ϕ−∫

Результаты исследования. Проанализируем с помощью разработанного программного комплекса [27] вы-
ражение (24) на максимум в зависимости от β и γ при различных значениях n.

В результате численного решения установлено, что при любых значениях β максимум энергии отраженной 
волны достигается при n = 2 при γ = π / 2. Для других значениях n максимум достигается при γ = 0. Причем также 
установлено, что функция W0(γ) периодическая с периодом π при любых значениях n. 

Зависимость W0 от β и γ при n = 2, приведена в таблице 1. 

Таблица 1
Зависимость W0 от β и γ при n = 2

0,000 0,045 0,090 0,135 0,180 0,225 0,270 0,315 0,360 0,405
0,00 1,000 0,955 0,989 1,096 1,280 1,559 1,973 2,608 3,658 5,661
0,31 1,000 0,969 1,015 1,132 1,325 1,615 2,043 2,695 3,764 5,773
0,63 1,000 1,008 1,082 1,224 1,443 1,762 2,226 2,924 4,047 6,089
0,94 1,000 1,055 1,165 1,338 1,588 1,943 2,453 3,208 4,398 6,488
1,26 1,000 1,093 1,232 1,430 1,706 2,090 2,636 3,438 4,683 6,818
1,57 1,000 1,108 1,258 1,465 1,750 2,146 2,706 3,526 4,794 6,952
1,88 1,000 1,093 1,232 1,430 1,706 2,090 2,637 3,439 4,688 6,840
2,20 1,000 1,055 1,165 1,338 1,588 1,944 2,453 3,210 4,405 6,524
2,51 1,000 1,008 1,082 1,224 1,443 1,762 2,227 2,926 4,054 6,125
2,83 1,000 0,969 1,015 1,132 1,325 1,616 2,044 2,696 3,769 5,795
3,13 1,000 0,955 0,989 1,096 1,280 1,559 1,973 2,608 3,658 5,661

Особенности взаимодействия продольных волн с движущейся границей. Рассмотрим процесс распростране-
ния продольных волн в полуограниченном стержне, левая граница которого продвигается между двумя роликами, 
вращающимися с окружной скоростью v и движущимися вдоль оси х с той же скоростью. 

До настоящего времени при постановке подобных задач тем фактом, что сквозь границу проходят деформирован-
ные участки стержня, пренебрегалось и граничное условие при отсутствии проскальзывания записывалось в виде 

 ( ( ), ) 0; ( ) .tU l t t l t t= = ν

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

βγ
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В случаях, если деформации велики, это может привести к существенным погрешностям. 
Пусть U(x,t) — продольное смещение сечения стержня с координатой х в момент времени t удовлетворяет 

волновому уравнению (1). Если учесть деформации, то граничное условие останется тем же 

 ( ( ), ) 0,tU l t t =

но закон движения границы будет взаимосвязан с U(x,t) соотношением

 ( ) / (1 ( ( ), )).xl t U l t t′ = ν +

Зависимость закона движения границ от колебательного процесса делает задачу нелинейной. Задачи такого 
типа в настоящее время мало исследованы. Впервые подобная задача была рассмотрена в работе [21]. 

 Исследуем влияние величины деформации и скорости движения границы на процесс отражения гармониче-
ской волны 

 ( ) sin ( )x at A x atϕ + = ω +
от движущейся границы. 

Введем в задачу (1), (25)–(27) безразмерные переменные: 

 ( , ) ( , ), ( ) ( ) / ,
, , ( ) ( ).

U x t AV l t L
x a t x at Ag

= ξ τ = τ ω
ξ = ω τ = ω ϕ + = ξ + τ

В результате получим:
 ( , ) ( , ) 0, ( ( ), ) 0,V V V Lττ ξξ τξ τ − ξ τ = τ τ =

 ( ) / (1 ( ( ), )), ( ) sin( ), / , .L V L g a Aξ′ τ = ε + α τ τ ξ + τ = ξ + τ ε = ν α = ω

Решение будем искать в виде:
 ( , ) sin( ) ( ).V Gξ τ = ξ + τ + ξ − τ

В результате, для нахождения функций G и L получим систему:

 ( ) / (1 2 cos( ( ) )),  ( ( ) ) cos( ( ) ).L L G L L′ ′τ = ε + α τ + τ τ − τ = τ + τ

Из второго уравнения системы следует, что амплитуда волн деформации не изменяется. Сравнение решения 
системы (система решалась численно c помощью разработанного программного комплекса [27]) с решением, не 
учитывающим изменения L(τ) за счет деформации, а именно:

 ( ) , ( ) cos(( 1) / ( 1)),  ( 1),L G z z z′τ = ετ = ε + ε − = τ ε −

показывает, что между решениями происходит постоянный по времени сдвиг фаз. Длина волн в первом случае 
меньше. Сдвиг фаз в единицу времени в зависимости от ε и α приведен в таблице 2.

Таблица 2

Сдвиг фаз в единицу времени в зависимости от ε и α

0,1 0,2 0,3 0,4
0,1 0,004 0,008 0,034 0,109
0,3 0,019 0,045 0,120 ‒
0,5 0,032 0,077 ‒ ‒
0,7 0,057 ‒ ‒ ‒

В некоторые моменты времени граница может двигаться быстрее скорости звука  ( ( ) 1).L′ τ >  При этом постав-
ленная задача некорректна. Неравенство ε + 2α < 1 задает допустимую область. В ячейках таблицы, где неравен-
ство не выполняется, сделан прочерк. 

Анализ влияния движения границ при исследовании резонансных свойств систем с демпфированием. 
Для ответа на вопрос о том, в каких случаях необходимо учитывать движение границ, рассмотрим прохождение 
через резонанс в системе с демпфированием. 

В работах [10, 28] рассмотрены резонансные свойства двух систем переменной длины с учётом действия 
демпфирующих сил. Выражения для амплитуды колебаний, полученные там, имеют вид: 

 
0 1 0 1 0 12 ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0

( ) ( ) {[ ( ) sin ( ) ] [ ( ) cos ( ) ] },n n n n n nA E e F e Ф d F e Ф d
τ τ

− α ε τ τ α ε ζ ζ α ε ζ ζτ = ετ εζ ζ ζ + εζ ζ ζ∫ ∫
где  0 1( ), ( ), ( ), ( )n n nE F Фα ε τ ετ εζ ζ  — некоторые функции.

Опуская некоторые математические выкладки, получим выражение для (28) в виде:
 2 2 2

0 1 2 1 2
2( , ) ( , ),n nA A A z zτ τ =
ν

(25)

(26)

(27)

αε

(28)
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где 
 222 2 2

1 2 1 2 1 2( , ) [ ( , ) ( , )],Z
n s cA z z e I z z I z z− α= +

 2 2

1 1

2 2
1 2 1 2( , ) sin( ) ,   ( , ) cos( ) ,

z z
z z

s c
z z

I z z e z dz I z z e z dzα α= ± = ±∫ ∫

 0 02/ | |,  ( ) / 2 | |,  1,2.i iz iα = α ν = ντ +ω ν =

Здесь v — параметр, характеризующий скорость прохождения через резонанс; α0 — коэффициент, характери-
зующий затухание в системе; A — постоянная величина; τ1,τ2 — границы резонансной области.

Исследуем выражение (29) на максимум в окрестности точки z0 = 0.  
В результате численного решения (29) c помощью разработанного программного комплекса [27], была полу-

чена таблица 3.

Таблица 3

Результаты численного решения выражения (29) на максимум

α 0,00 0,10 0,30 0,50 0,70 1,00 1,30 2,00 3,00 7,00
z1 ‒1,56 ‒1,54 ‒1,49 ‒1,49 ‒1,48 ‒1,48 ‒1,47 ‒1,46 ‒1,35 ‒1,29
z2 1,56 1,45 1,30 1,25 1,20 1,15 1,10 1,00 0,70 0,40

An(α) 2,37 2,06 1,60 1,29 1,07 0,84 0,68 0,47 0,33 0,144

Максимальная амплитуда колебаний, возникающих при остановке границ в резонансной точке, определяется 
выражением (28) при v = 0. Производя вычисления, получим:

 max
0 0/ .nA A= α

При v ≠ 0 амплитуда определяется выражением:
 

0 0
2 2( ),

| | | |n nA A A= α
ν ν

где An находится из таблицы 3.
Учёт движения границ следует производить, если относительная погрешность амплитуды

 max
0 0

0

n n

n

A A
A
−

∆ =

велика. 
Используя данные таблицы, нетрудно установить, что погрешность ∆ превышает значение 0,05 при

 
0

2 2,164.
| |

α <
ν

Неравенство (34) определяет область в пространстве параметров α0, v, где необходимо учитывать движение 
границ. Подставляя v в (34) и произведя преобразования, получим следующее неравенство, ограничивающее об-
ласть, где необходимо учитывать движение границ:

 3,8 ,A∆ > γ∆ℓ

где  0 02 /А∆ = πα ω  — относительное изменение амплитуды за одно свободное колебание; 0 0υ ω/∆ = π2




 — от-
носительное изменение длины за одно свободное колебание.

Обсуждение и заключение. Исследованы закономерности отражения волн от движущихся границ в системах, 
колебания которых описываются волновым уравнением. Получено выражение изменения энергии отраженной 
волны по сравнению с падающей при равномерном и периодическом движении границы. Установлено, что энер-
гия системы увеличивается при движении границы навстречу волнам и убывает при сонаправленном движении. 

Проанализировано распространение продольных волн в стержне с движущейся границей. При этом учёт де-
формаций делает задачу нелинейной. Показано, что амплитуда волн деформации остаётся неизменной, несмотря 
на влияние скорости движения границы и величины деформации. Исследовано воздействие демпфирующих сил 
на амплитуду колебаний, возникающих при прохождении через резонанс. Получены критерии в виде неравенств, 
которые определяют области, где требуется учитывать движение границ. 

Прикладная ценность результатов работы заключается в возможности использования их для решения широ-
кого круга технических проблем [29–33]: анализе продольных и изгибных колебаний валов, балок и стержней с 
подвижными закреплениями; оценке надежности работы канатов в грузоподъемных установках и динамической 
устойчивости нитей, волокон и тесемочных передач; анализе колебаний лент в лентопротяжных механизмах, 
ленточных пилах, гибких звеньях передач с гибкой связью; исследовании колебаний проволоки при изготовлении 

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)
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оболочек вращения намоткой; управлении технологией изготовления кабелей, проката; оценке надежности рабо-
ты железнодорожной контактной сети и т. д. 

Данные задачи мало изучены и требуют дальнейшего исследования. Приведенные результаты позволяют на 
стадии проектирования предотвратить возможность возникновения колебаний большой амплитуды в механиче-
ских объектах с движущимися границами [34–37]. 
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Применение нейронных сетей при решении эллиптических уравнений
для областей сложной формы
А.В. Галабурдин
Донской государственный технический университет, г. Ростов-на-Дону, Российская Федерация
 Galaburdin@mail.ru

Аннотация
Введение. При построении моделей в различных областях науки и техники часто используют дифференциальные 
уравнения. В настоящее время при решении дифференциальных уравнений все чаще применяются нейронные 
сети. В данной работе предложен оригинальный метод построения нейронной сети для решения эллиптических 
дифференциальных уравнений. Этот метод применяется при решении краевых задач для областей сложной гео-
метрической формы.
Материалы и методы. Предлагается метод построения нейронной сети, предназначенной для решения дифферен-
циальных уравнений в частных производных эллиптического типа. Используя замену неизвестной функции, исходная 
задача сводится к уравнению Лапласа.  Таким образом, рассматривались нелинейные дифференциальные уравнения. 
При построении нейронной сети в качестве активационных функций принимаются производные от сингулярных ре-
шений уравнения Лапласа. Сингулярные точки этих решений распределены по замкнутым кривым, охватывающим 
границу области.  При настройке весов сети минимизировалась среднеквадратическая ошибка обучения. 
Результаты исследования. Представлены результаты решения первой краевой задачи для различных областей 
сложной геометрической формы. Результаты представлены в виде таблиц, содержащих точные решения задачи 
и решения, полученные с помощью нейронной сети.  Дано графическое представление точного решения и реше-
ние, полученное предложенным методом.
Обсуждение и заключение. Полученные результаты доказали эффективность предложенного метода построения 
нейронной сети при решении различных видов дифференциальных уравнений в частных производных эллип-
тического типа. Данный метод может эффективно применяться при решении других типов дифференциальных 
уравнений с частными производными.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения в частных производных эллиптического типа, область сложной 
геометрической формы, нейронные сети
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Abstract
Introduction. Differential equations are often used in modelling across various fields of science and engineering. Recently, 
neural networks have been increasingly applied to solve differential equations. This paper proposes an original method 
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for constructing a neural network to solve elliptic differential equations. The method is used for solving boundary value 
problems in domains with complex geometric shapes.
Materials and Methods. A method is proposed for constructing a neural network designed to solve partial differential 
equations of the elliptic type. By applying a transformation of the unknown function, the original problem is reduced to 
Laplace’s equation. Thus, nonlinear differential equations were considered. In building the neural network, the activation 
functions are chosen as derivatives of singular solutions to Laplace’s equation. The singular points of these solutions are 
distributed along closed curves encompassing the boundary of the domain. During the training process, the weights of the 
network are adjusted by minimizing the mean squared error. 
Results. The paper presents the results of solving the first boundary value problem for various domains with complex 
geometries. The results are shown in tables containing both the exact solutions and the solutions obtained using the neural 
network. Graphical representations of the exact and the neural network-based solutions are also provided.
Discussion and Conclusion. The obtained results demonstrate the effectiveness of the proposed neural network 
construction method in solving various types of elliptic partial differential equations. The method can also be effectively 
applied to other types of partial differential equations.

Keywords: elliptic partial differential equations, domain with complex geometry, neural networks

For Citation. Galaburdin A.V. Application of Neural Networks for Solving Elliptic Equations in Domains 
with Complex Geometries. Computational Mathematics and Information Technologies. 2025;9(2):44‒51. 
https://doi.org/10.23947/2587-8999-2025-9-2-44-51

Введение. Дифференциальные уравнения играют важную роль при построении моделей в различных областях 
науки и техники. Традиционные аналитические и численные методы решения дифференциальных уравнений не 
всегда позволяют получить нужный результат. Поэтому в настоящее время при решении дифференциальных 
уравнений все чаще стали применять различные методы машинного обучения. Особенно часто исследователи 
применяют для этого искусственные нейронные сети.

Теоретическими основами метода нейронных сетей безусловно следует считать работы А.Н. Колмогорова [1]. 
Сейчас нейронные сети применяются при решении различных дифференциальных уравнений. В работе [2] представлен 
переход от нейросетевой архитектуры к обыкновенным дифференциальным уравнениям и задаче Коши.

Работы [3, 4] посвящены применению нейронных сетей к решению уравнения Лапласа. В статье [5] пред-
ставлено применение методов глубокого обучения для решения уравнения Пуассона в двухмерной области.  
Широкое распространение при решении дифференциальных уравнений в частных производных получили 
радиально-базисные нейронные сети [6].

В работах [7, 8] в качестве активационных используются радиально-базисные функции, параметры которых 
предлагается варьировать. В работах [9–11] нейронные сети с успехом применяются при решении краевых задач 
для уравнений Навье-Стокса. Хорошо зарекомендовали себя при решении уравнений частных производных 
физико-информированные нейронные сети [12], в частности, при решении задач классической механики [13]. В 
статье [14] для решения задачи тепломассопереноса применяется нейронная сеть персептронного типа.

Вышеупомянутые работы свидетельствуют о растущей популярности нейронных сетей при решении 
дифференциальных уравнений. Настоящее исследование посвящено рассмотрению краевых задач для диф-
ференциальных уравнений в частных производных для областей сложной формы и является развитием подхода, 
изложенного в работах [15, 16].

Материалы и методы. Рассмотрим краевую задачу для дифференциального уравнения

 1 1 2 2 0.U b U b U cU+ ∂ + ∂ + =

Представляя решение в виде U=Ve(λx+αy) и подбирая соответственно параметры λ и α, можно получить более 
простое уравнение

 0.V aV+ =

Полученное уравнение решалось с помощью нейронной сети относительно функции V. Построенные нейрон-
ные сети для решения уравнения Лапласа можно применять при решении нелинейных эллиптических уравнений, 
после их соответствующего преобразования.

Рассмотрим, например, дифференциальное уравнение

 2 2
1 2(( ) ( ) ) .(3 )2  / 0U U U V− ∂ + ∂ =

Исходное дифференциальное уравнение сводится к уравнению Лапласа введением новой неизвестной функции V = U1/3.
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При построении нейронной сети применялся метод, изложенный в работах [15, 16]. В основу этого метода 
положена формула, похожая на формулу Грина, в которой интегралы заменяются суммами:

 
1 1

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),
N N

k k k k k k
k k

V x w f s U x v f s G x
= =

= σ + τ∑ ∑

где f(sk) — значение неизвестной функции u на границе области; U(x, σk) и G(x, τk) — активационные функции;  
σk и τk — точки замкнутых кривых γ1 и γ2, охватывающих границу области γ; x — точка области G.

Требуя выполнения этого соотношения в каждой точке границы для всех функций обучающего множества и 
используя метод наименьших квадратов, можно получить систему уравнений для определения весов wk и vk.

Для того, чтобы улучшить обусловленность матрицы полученной системы уравнений, в качестве активацион-
ных функций брались функции

 5 3 2 4 5 3 2 4

10
10 5 10 5( , , , ) ,U x y t s

R
β − β δ + βδ + δ − δ β + δβ=

 7 5 2 3 4 6

14

β 21β δ +35β δ 7βδ( , , , ) ,xG x y t s n
R

− −
=

 7 2 5 3 4 6

14
δ δ β δ ,21β +35δ 7β

yn
R

− −
+

 2 2δ ,β , δ β ,x t y s R= − = − = +

которые представляют собой производные от фундаментального решения уравнения Лапласа.
Это увеличивало сингулярность активационных функций. При этом точки σk и τk брались на контурах γ1 и γ2, 

которые получаются из граничного контура γ смещением каждой точки в направлении внешней нормали к грани-
це области на расстояния ρ1 и ρ2 соответственно. В процессе обучения сети определяются веса и величины ρ1 и ρ2. 
При этом величины ρ1 и ρ2 определялись простым перебором.

В качестве обучающего множества применялось множество функций, являющихся решением уравнения 
Лапласа в полярной системе координат

 2 2( ( )) ( ( )),  ( ),k kx xr cos karccos r sin karccos r x y
r r

+ = +

где k = 0, 1, 2, 3, …, M.
Указанные функции задавались в различных системах координат, повернутых друг относительно друга на 

угол, кратный 2π/5.
Результаты исследования. Предложенный метод применялся при решении задач для областей, граница γ 

которых задавалась в виде

                                       

где t∈[0,2π]; a, a1, g, g1, ω — изменяемые параметры.
Во всех случаях количество функций в обучающем множестве принималось равным М = 75, количество ней-

ронов сети N = 100.
Задача 1. В качестве примера рассмотрим дифференциальное уравнение

 1 2 5 6,5 0.U U U U∆ −∂ + ∂ + =

Вводится новая неизвестная функция V, удовлетворяющая уравнению Лапласа:

 0,5 2( ,5 ) .x yU Ve −=

Рассматривалась первая краевая задача. На рис. 1 представлена область, граница которой соответствует 
a = 1,15, g = 1,15, a1 = 0,07, g1= ‒0,03, ω = 9.

Точки области, в которых вычисляются точные значения решения задачи и значения, полученные при помощи 
нейронной сети, обозначены на чертеже звездочками.

Точки области, в которых вычисляются точные значения решения задачи и значения, полученные при помощи 
нейронной сети, обозначены на чертеже звездочками. В таблице 1 представлены результаты расчетов, соответ-
ствующие решению

 5 )2,5(0, .x yU xye −=

 [ ]0,2π ,t∈
 

1 1

cos( ) cos(ω ),
sin( ) sin(ω ),

x a t g t
y a t g t
= +

 = +



Галабурдин А.В. Применение нейронных сетей при решении эллиптических уравнений ...

47

Рис. 1. Форма области задачи 1

Таблица 1

Результаты расчетов для задачи 1

Номер точки 1 2 3 4 5 6 7
Точное решение 0,1158 0,2214 0,1055 0,0241 ‒0,0142 ‒0,0473 ‒0,0835

Решение НС 0,1148 0,2216 0,1054 0,0240 ‒0,0142 ‒0,0473 ‒0,0838
Номер точки 8 9 10 11 12 13 14

Точное решение 0,0385 0,1092 0,0769 0,0244 ‒0,0157 0,0457 ‒0,0629
Решение НС 0,0382 0,1090 0,0768 0,0243 ‒0,0158 0,0458 ‒0,0630
Номер точки 15 16 17 18 19 20 21

Точное решение 0,0051 0,0213 0,0222 0,0098 ‒0,0069 ‒0,0175 ‒0,0188
Решение НС 0,0047 0,0210 0,0220 0,0096 ‒0,0071 ‒0,0177 ‒0,0190

Задача 2. Рассматривалось дифференциальное уравнение

 1 25  3 8,5 0.U U U U∆ + ∂ + ∂ + =

Введение неизвестной функции V:
 )2,5 5( 1,x yU Ve− +=

позволяет свести исходное дифференциальное уравнение к уравнению Лапласа относительно функции V. Форма рас-
сматриваемой при этом области определялась значениями параметров a = 1,1, g = 1,1, a1 = 0,05, g1 = 0,1, ω = 4 (рис. 2). 
Рассматривалась первая краевая задача. В таблице 2 представлены результаты расчетов и точное решение диффе-
ренциального уравнения

 (2 ,5 ),5 1 .x x yU e chye− − +=

Рис. 2. Форма области задачи 2
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Таблица 2

Результаты расчетов для задачи 2

Номер точки 1 2 3 4 5 6 7
Точное решение 0,0198 0,0143 0,0245 0,0622 0,1929 1,4682 9,0855

Решение НС 0,0198 0,0143 0,0245 0,0622 0,1928 1,4640 9,0885
Номер точки 8 9 10 11 12 13 14

Точное решение 0,0818 0,0700 0,1163 0,2289 0,4502 1,4325 3,9076
Решение НС 0,0817 0,0700 0,1162 0,2288 0,4499 1,4320 3,9104
Номер точки 15 16 17 18 19 20 21

Точное решение 0,3377 0,3321 0,4896 0,6716 0,7856 1,1957 1,6099
Решение НС 0,3377 0,3320 0,4896 0,6716 0,7857 1,1959 1,6104

Задача 3. Рассматривалось дифференциальное уравнение

 2 2
1 12  0,(( ) ( ) )

3
U U

V
U ∂ + ∂

∆ − =

которое введением новой неизвестной функции V = U1/3 сводилось к уравнению Лапласа.  Рассматривалась первая 
краевая задача. Форма рассматриваемой при этом области определялась значениями параметров a = 1,1, g = 1,1, 
a1 = 0,07, g1 = 0,07, ω = 9 (рис. 3).

Рис. 3. Форма области задачи 3

В таблице 3 представлены результаты расчетов и точное решение дифференциального уравнения

 3.2,( )5U xy x y= + +

Таблица 3

Результаты расчетов для задачи 2

Номер точки 1 2 3 4 5 6 7
Точное решение 24,613 28,736 32,687 7,2807 0,0363 ‒2,0562 10,894

Решение НС 24,613 28,878 32,610 7,3419 0,0380 ‒2,0870 10,834
Номер точки 8 9 10 11 12 13 14

Точное решение 5,7339 5,9627 6,3055 1,4899 0,0169 0,2857 ‒2,0582
Решение НС 5,7405 5,9727 6,3164 1,4937 0,0169 0,2865 ‒2,0625
Номер точки 15 16 17 18 19 20 21

Точное решение 0,3331 0,3060 0,2982 0,0754 0,0017 ‒0,0088 ‒0,0950
Решение НС 0,3328 0,3058 0,2982 0,0753 0,0017 ‒0,0089 ‒0,0957
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На рис. 4 и рис. 5 представлены графические решения, полученные при помощи нейронной сети, а также 
точное решение задачи 3.

Рис. 4. Решение задачи 3, полученное нейронной сетью

Рис. 5. Точное решение задачи 3

Обсуждение и заключение. Представленные результаты еще раз доказали эффективность метода построения 
нейронной сети для решения краевых задач для областей сложной формы для различных видов дифференциаль-
ных уравнений в частных производных эллиптического типа. Данный метод может эффективно обрабатывать 
все типы дифференциальных уравнений с частными производными. Дальнейшие развитие метода будет идти в 
направлении расширения классов решаемых задач и совершенствования методов обучения.
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Автоматическая обработка первичных данных 
натурных исследований поведения природно-технических систем 
при изменении климата и антропогенных воздействиях в условиях Крайнего Севера
С.В. Кушуков1 , К.Н. Иванов1 , С.П. Левашкин1 , М.В. Якобовский2

1 Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики, г. Самара, Российская Федерация
2 Институт прикладной математики имени М.В. Келдыша РАН, г. Москва, Российская Федерация
 ai_lab@psuti.ru

Аннотация
Введение. Рассматривается научная проблема изучения природно-технических систем (ПТС) Крайнего Севера 
в условиях изменения климата и антропогенных воздействий. Отмечается актуальность задачи обеспечения их 
устойчивости, что требует комплексного анализа натурных данных. Выявлены проблемы в методах автомати-
зированной обработки таких специфических данных. Целью работы является разработка автоматизированных 
методов обработки натурных данных для выявления закономерностей. В качестве инструментов используются 
библиотеки Python для анализа, обработки и визуализации данных.
Материалы и методы. Описан объект исследования — Главный корпус Якутской ТЭЦ в условиях вечной мерзло-
ты. В качестве материалов исследования использованы натурные данные, полученные из инженерно-геологических 
скважин Якутской ТЭЦ, стационаров Чабыда и Туймаада, а также железнодорожного участка Амуро-Якутской ма-
гистрали (АЯМ). Данные включают измерения температуры и влажности грунтов, динамики сезонноталого слоя, 
характеристик снежного покрова и др. Представлена детальная последовательность автоматизированной обра-
ботки первичных данных из XLS-файлов с использованием библиотеки pandas, включая чтение, очистку, преоб-
разование форматов, заполнение или замену значений, удаление дубликатов, а также сохранение обработанных 
данных в форматах CSV, JSON и XLSX.
Результаты исследования. Представлены конкретные результаты автоматизированной обработки и системати-
зации первичных натурных данных. Успешно выполнено приведение разнородных измерений к единому формату, 
обеспечивающему их корректное использование. Сформирован уникальный массив данных на основе эмпириче-
ских наблюдений в специфических условиях Крайнего Севера. Продемонстрировано практическое применение 
библиотек Python для выполнения основных этапов предобработки и подготовки данных.
Обсуждение и заключение. Доказано, что применение системного подхода и автоматизированной обработки 
данных существенно повышает качество и надежность анализа натурных данных ПТС. Устранение пропусков и 
нормализация данных улучшают точность, а итоговые форматы данных удобны для дальнейшего использования в 
моделировании. Подчеркивается универсальность применения Python. Обозначены перспективы исследования — 
применение методов машинного обучения, кластеризации и моделирования, предназначенных для выявления 
закономерностей и прогнозирования поведения природно-технических систем в условиях Крайнего Севера под 
воздействием климатических и антропогенных факторов.

Ключевые слова: анализ данных, библиотеки Python, подготовка данных, предобработка данных, информаци-
онные технологии
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Automated Processing of Primary Field Data on the Behavior of Natural-Technological Systems 
under Climate Change and Anthropogenic Impacts in the Far North

Sergey V. Kushukov1 , Konstantin N. Ivanov1 , Sergey P. Levashkin1 , Mikhail V. Yakobovskiy2

1 Povolzhskiy State University of Telecommunications and Informatics, Samara, Russian Federation
2 Keldysh Institute of Applied Mathematics of the Russian Academy of Sciences (IPM RAS), Moscow, Russian Federation
 ai_lab@psuti.ru

Abstract
Introduction. This work addresses the scientific problem of studying natural-technological systems (NTS) of the Far North 
under conditions of climate change and anthropogenic impacts. The relevance of ensuring their stability is emphasized, 
which requires a comprehensive analysis of field data. Problems in automated processing methods of such specific data 
have been identified. The aim of the study is to develop automated methods for processing field data to reveal patterns. 
Python libraries for data analysis, processing, and visualization are used as tools.
Materials and Methods. The research object is described — the Main Building of the Yakutsk Thermal Power Plant (TPP) 
in permafrost conditions. The study materials include field data obtained from engineering-geological boreholes at the 
Yakutsk TPP, monitoring stations Chabyda and Tuymaada, as well as a section of the Amur-Yakutsk railway (AYR). The 
data include measurements of soil temperature and moisture, seasonal thaw layer dynamics, snow cover characteristics, 
and others. A detailed sequence of automated processing of primary data from XLS files using the pandas library is 
presented, including reading, cleaning, format conversion, filling or replacing missing values, removing duplicates, and 
saving processed data in CSV, JSON, and XLSX formats.
Results. Specific results of automated processing and systematization of primary field data are presented. Heterogeneous 
measurements were successfully unified into a single format, ensuring their proper use. A unique data array was formed 
based on empirical observations under the specific conditions of the Far North. The practical application of Python 
libraries for executing key stages of preprocessing and data preparation is demonstrated.
Discussion and Conclusion. It is shown that the application of a systematic approach and automated data processing 
significantly improves the quality and reliability of natural-technological system data analysis. Handling missing data 
and normalization enhance accuracy, and the final data formats are convenient for further modeling. The universality 
of Python is highlighted. Prospects for further research include applying machine learning, clustering, and modeling 
methods aimed at uncovering patterns and forecasting the behavior of natural-technological systems in the Far North 
under climate and anthropogenic influences.
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Введение. Изучение природно-технических систем (ПТС) в условиях изменения климата и антропогенных 
воздействий, особенно в сложных условиях Крайнего Севера, представляет собой важную научную задачу. Эти 
системы формируются в результате взаимодействия природных процессов и технических объектов, а их устой-
чивость во многом зависит от динамики внешних факторов. Для выявления закономерностей функционирования 
ПТС и прогнозирования их возможных изменений требуется комплексный анализ данных.

Обработка информации, полученной в ходе натурных исследований, включает несколько этапов: сбор пер-
вичных данных, их предварительную обработку, анализ и интерпретацию результатов. Цель данной работы — 
разработка методов автоматизированной обработки натурных данных, что позволит выявить ключевые тренды и 
паттерны во взаимодействии природных и техногенных факторов [1–3].

Актуальность исследования обусловлена необходимостью принятия обоснованных решений для обеспечения 
устойчивого функционирования и управления природно-техническими системами в условиях нарастающего кли-
матического и антропогенного воздействия [2–8].

Вначале представим алгоритмические библиотеки [4], обеспечивающие разнообразные инструменты обра-
ботки, анализа и моделирования [5] данных:

• scikit-learn: универсальный инструмент для машинного обучения, охватывающий весь процесс от подго-
товки данных до оценки моделей. Эта библиотека включает в себя все необходимые функции для решения задач 
машинного обучения и статистического анализа [9, 10];

• statsmodels: библиотека для оценки статистических моделей, которая предоставляет инструменты для стати-
стических тестов, регрессионного анализа и анализа временных рядов.
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Далее перечислим библиотеки визуализации, которые обеспечивают возможности для наглядного представ-
ления данных:

• matplotlib: помогает создавать статические, интерактивные и анимационные графики в Python. Обеспечивает 
обширный арсенал средств для визуализации данных в различных форматах, раскрывая широкий спектр возмож-
ностей для наглядного представления информации [11–14];

• seaborn: библиотека визуализации данных, основанная на matplotlib. Предоставляет высокоуровневый ин-
терфейс для создания информативных статистических графиков.

Дополнительно перечислим библиотеки научных вычислений, используемые для математических расчётов и 
обработки данных:

• pandas: фреймворк, позволяющий обрабатывать и анализировать данные. Предоставляет мощные инстру-
менты, включая структуру данных, например, DataFrame, который упрощает работу с табличными данными. Би-
блиотека находит применение в процессах загрузки, очистки, анализа и подготовки данных перед внедрением их 
в алгоритмы машинного обучения;

• numpy: библиотека, предназначенная для манипулирования многомерными массивами и матрицами, а также 
предоставляющая возможность выполнять математические операции над ними. Предлагает разнообразие функ-
ций, оптимизированных под эффективную обработку числовых данных. 

• scipy: высокоэффективная библиотека для выполнения научных и технических вычислений, которая рас-
ширяет функциональность операций оптимизации, интеграции, интерполяции и многих других научных задач.

Материалы и методы 
Обзор существующих исследований. В последние годы наблюдается рост интереса к изучению влияния 

климатических и антропогенных факторов на природно-технические системы. Различные исследования подчер-
кивают необходимость комплексного подхода к управлению этими системами для обеспечения их устойчивости 
и функциональности.

Р.С. Рожков и его соавторы в своей работе «Управление природно-техническими системами через концепцию 
устойчивого развития и приемлемого риска» [15] акцентируют внимание на важности учета экологических, эко-
номических и социальных факторов при управлении ПТС. Авторы предлагают использование системного анали-
за и оценки рисков для разработки оптимальных стратегий, способствующих снижению антропогенной нагрузки 
и улучшению экологического состояния окружающей среды. 

Н. Дрегуло исследует влияние климатических факторов на эксплуатацию ПТС, связанных с обработкой отхо-
дов водоотведения. В работе [16] подчеркивается, что увеличение атмосферных осадков может негативно сказы-
ваться на эксплуатационных и природоохранных свойствах таких систем, что требует пересмотра нормативных 
критериев и адаптации к изменяющимся климатическим условиям.

В статье «Влияние антропогенных факторов на тепловое загрязнение городской среды» [17] рассматривается 
комплексная оценка воздействия человеческой деятельности на тепловое загрязнение атмосферы. Отмечается, 
что значительную долю теплового загрязнения вносят теплопотребление и транспорт, что подчеркивает необхо-
димость разработки мер по снижению антропогенного теплового воздействия на урбанизированных территориях.

Исследование, опубликованное на сайте ООО «Биохим-ТЛ», анализирует влияние антропогенных факторов на 
развитие сельского хозяйства [18]. Особое внимание уделяется изменениям в почвах, вызванным длительным при-
менением удобрений и отходов животноводства, что влияет на экологическое состояние аграрных ландшафтов.

В совокупности эти исследования подчеркивают необходимость комплексного и адаптивного подхода к управ-
лению природно-техническими системами в условиях изменяющегося климата и возрастающего антропогенного 
воздействия. Учет специфики каждого компонента ПТС и постоянный мониторинг их состояния являются клю-
чевыми элементами для обеспечения их устойчивого функционирования.

Предметная область исследования. Объектом исследования является Главный корпус Якутской ТЭЦ — уни-
кальное инженерное сооружение, построенное в условиях вечной мерзлоты (криолитозоны). Этот объект осо-
бенно интересен, потому что он был первым промышленным строением в СССР, возведённым на вечномерзлых 
грунтах по первому принципу строительства. Это значит, что во время строительства были приняты меры, чтобы 
сохранить мерзлые грунты в качестве надёжного основания для ТЭЦ. Строительство началось в 1933 году, и в 
его процессе активно участвовали учёные, специализирующиеся на изучении мерзлоты. В 1937 году ТЭЦ была 
введена в эксплуатацию и с тех пор обеспечивает Якутск электроэнергией, а с 1961 года — и теплом.

Для того чтобы понять, как ТЭЦ работает в условиях вечной мерзлоты и как на неё влияют различные внеш-
ние факторы, была создана расчётная модель. Эта модель охватывает территорию площадью 180×150 метров и 
глубиной до 30 метров, что позволяет анализировать многолетнемёрзлые породы (ММП), на которых стоит ТЭЦ. 
Основой для построения модели послужили данные из инженерно-геологических скважин. Эти данные дают воз-
можность определить, как ведут себя грунты при разных температурных и внешних условиях, что крайне важно 
для обеспечения стабильной работы ТЭЦ.

Особое внимание в исследовании уделено температурному режиму окружающей среды. Были собраны и про-
анализированы среднемесячные данные о температуре воздуха в районе Якутска за последние 10 лет. Эти данные 
имеют важное значение для понимания того, как изменяются климатические условия и как эти изменения могут 
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влиять на состояние мерзлых грунтов и на работу ТЭЦ. Важно отметить, что эти данные отличаются от тех, ко-
торые предоставляются управлением гидрометеорологической службы на основе норм с 1966 года. Нормативные 
данные понимаются как статистические показатели, полученные путём длительного усреднения климатических 
наблюдений (обычно за 30-летний период). Эти показатели служат эталонными значениями для оценки клима-
тических условий региона. Однако в условиях актуальных климатических изменений такие нормативы, если не 
обновляются регулярно, могут не отражать современные тенденции и зачастую давать заниженные значения тем-
пературы, что ограничивает их применимость при анализе текущего состояния климата.

Для исследования термодинамических процессов в многолетнемёрзлых породах были использованы натур-
ные данные, полученные из инженерно-геологических скважин и стационарных наблюдательных площадок. Эти 
данные представляют собой детализированные временные ряды, охватывающие многолетние измерения ключе-
вых параметров мерзлотных грунтов в различных районах Якутии.

Данные были собраны с трёх основных источников:
• Якутская ТЭЦ — 8 инженерно-геологических скважин, по которым ведутся систематические измерения тем-

пературы и влажности грунтов, а также исследуются литологический состав, физические и теплофизические 
свойства мерзлых пород;

• Стационары Чабыда и Туймаада — 16 площадок, на которых фиксируются температура и влажность грун-
тов, сезонная динамика глубины протаивания, межгодовая изменчивость сезонноталого слоя (СТС), высота снеж-
ного покрова, плотность снега, а также физико-механические свойства грунтов;

• Железнодорожный участок Амуро-Якутской железнодорожной магистрали — 41 инженерно-геологическая 
скважина, где собираются данные о температуре и влажности грунтов, изменчивости СТС, высоте снежного по-
крова и других геокриологических параметрах.

В отличие от обобщённых климатических норм, представленных в официальных источниках, эти данные от-
ражают реальные процессы, происходящие в мерзлотных грунтах, с высокой детализацией по глубине и времени. 
Это делает их уникальным источником информации для исследования устойчивости природно-технических си-
стем Крайнего Севера в условиях изменения климата и антропогенных воздействий.

Обработка и предварительный анализ данных. Рассмотрим предобработку данных на примере датасета 
мониторинговых сведений по шестнадцати площадкам Якутии, предоставленных Институтом Мерзлотоведения 
СО РАН. Каждая площадка содержит свои данные наблюдения. Например, «Площадка 9_Чабыда», содержит све-
дения о температуре грунтов, влажности, сезонной динамике глубины протаивания, межгодовой изменчивости 
сезонно-талого слоя, месячной высоты снега, межгодовой динамике плотности снега, сезонной динамике плотно-
сти и высоты снежного покрова, литологический разрез, физические и теплофизические свойства напочвенных 
покровов и грунтов.

Цель исследования — подготовка анализа данных методами машинного обучения и нахождение взаимосвязей 
между их атрибутами. Следует подчеркнуть, что процессы, которые авторы автоматизируют, обычно выполня-
ются вручную или с использованием интерактивных методов. В результате этого взаимодействия формируются 
структурированные и подготовленные для анализа наборы данных, преобразованные из исходной информации, 
предоставленной на начальном этапе.

Структурная схема процесса автоматической обработки данных представлена на рис. 1.

Рис. 1. Структурная схема автоматизированной обработки первичных данных

Для предобработки данных следует выполнить чтение данных из XLS-файла (формат, в котором изначаль-
но получены данные мониторинга) и загрузку их в объект DataFrame, используя библиотеку pandas. Этот этап 
включает в себя обнаружение и обработку пропущенных значений, выбор стратегии заполнения пропусков для 
столбцов, а также удаление несущественных признаков.
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Для анализа датасета следует подготовить все релевантные данные и применить рассмотренные модули 
Python на практике [7–8]. Первый этап — извлечение данных из XLS-файла. При анализе данных, эффективное 
хранение и обработка табличных данных являются критическими аспектами.

Получим информацию о количестве файлов по площадкам:

def get_excel_files_info(folder_path: str):
ʺʺʺ ʺʺʺ
excel_files_info = []
for filename in tqdm(os.listdir(folder_path)):
if filename.endswith(‘.xls’) or filename.endswith(‘.xlsx’):
file_path = os.path.join(folder_path, filename)
if filename.endswith(‘.xls’):
xls_workbook = xlrd.open_workbook(file_path)
number_sheets = xls_workbook.nsheets
else:
workbook = load_workbook(file_path)
number_sheets = len(workbook.sheetnames)
name_for_directory, extension = os.path.splitext(filename)
file_info = {
‘file_path’: file_path,
‘name_file’: filename,
‘type_file’: ‘xls’ if filename.endswith(‘.xls’) else ‘xlsx’,
‘number_sheets’: number_sheets,
‘name_for_directory’: name_for_directory, 
}
excel_files_info.append(file_info)
return excel_files_info[::-1]
raw_data = get_excel_files_info(data_cache)
print(f’Number files: {len(raw_data)}\n\nList files:\n’)
pprint.pprint(raw_data).

После выполнения кода переменная raw_data будет содержать сведения о файлах, которые находятся в дирек-
тории, что позволяет легко увидеть содержимое этих файлов (рис. 2).

Рис. 2. Информация о файлах
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Проанализируем количество листов данных в каждом датасете:

def read_non_empty_excel(file_path, sheet_name):
ʺʺʺ ʺʺʺ
df = pd.read_excel(file_path, sheet_name=sheet_name)
return df if not df.empty else None
raw_file = raw_data[15]
state_name = raw_file.get(‘name_for_directory’)
df = pd.ExcelFile(raw_file.get(‘file_path’))
dfs = {name_sheet: read_non_empty_excel(df, name_sheet) for name_sheet in df.sheet_names 

if read_non_empty_excel(df, name_sheet) is not None}
key_list = list(dfs.keys())
print(f’Name file: {state_name}\n\nNumber sheets: {len(key_list)}\n\nNames all sheets in 

this file:\n\n{key_list}’).

После выполнения кода у нас будет информация о количестве листов в датасете, наименование каждого листа, 
что даст нам возможность обращаться непосредственно к определенному листу по его имени (рис. 3).

Рис. 3. Вывод информации о листах

Однако следует отметить, что в некоторых датасетах есть ошибки в наименовании листов, которые необходи-
мо исправить, чтобы избежать проблем в дальнейшем анализе:

# Ошибки наименований 1
if ‘Межгод.динамика плотн.снега’ in dfs:
dfs[‘Межгод.динамика плотн.снега’] = dfs.pop(‘Межгод.динаика плотн.снега’)
if ‘Межгод. динамика плотн. снега ‘ in dfs:
dfs[‘Межгод.динамика плотн.снега’] = dfs.pop(‘Межгод. динамика плотн. снега ‘)
if ‘Межгод.динамика плотн. снега’ in dfs:
dfs[‘Межгод.динамика плотн.снега’] = dfs.pop(‘Межгод.динамика плотн. снега’)
# Ошибки наименований 2
if ‘Сезон. динам. глубины протаивая’ in dfs:
dfs[‘Сезон.динам.глубины протаивания’] = dfs.pop(‘Сезон. динам. глубины протаивая’)
if ‘Сезон.динам глубины протаивания’ in dfs:
dfs[‘Сезон.динам.глубины протаивания’] =  dfs.pop(‘Сезон.динам глубины протаивания’)
if ‘Сезон. динам. плот. выс. снега’in dfs:
dfs[‘Сезон.динамика плотн.выс.снега’] = dfs.pop(‘Сезон. динам. плот. выс. снега’)
if ‘Сезон.динамика плотн.выс. снега’ in dfs:
dfs[‘Сезон.динамика плотн.выс.снега’] = dfs.pop(‘Сезон.динамика плотн.выс. снега’)
# Ошибки наименований 3
if ‘Физические и теплофизические...’ in dfs:
dfs[‘Физические и теплофизические’] = dfs.pop(‘Физические и теплофизические...’)
if ‘Физические и еплофизические...’ in dfs:
dfs[‘Физические и теплофизические’] = dfs.pop(‘Физические и еплофизические...’)
key_list = list(dfs.keys())
print(f’Update sheets names:\n\n{key_list}’).
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После выполнения кода все наименования листов в документе стали корректными (рис. 4).

Рис. 4. Обновленные наименования листов

Теперь можно приступать к обработке непосредственно самих листов excel-файла.
Первым листом является «Температура грунтов», который содержит информацию о дате и глубины замера, а 

также непосредственно сами значения замеров (рис. 5).

Рис. 5. Лист «Температура грунтов»

Для успешной обработки данных необходимо учитывать особенности их представления. В частности, в не-
которых записях столбца, содержащего глубину залегания термодатчиков, встречается обозначение «п/п». Оно 
не является отсутствующим значением NaN (Not a Number), а представляет собой специальную метку, указыва-
ющую на размещение датчика непосредственно под снежным покровом. В процессе подготовки данных «п/п» 
следует заменить на соответствующие числовые значения глубины в соответствии с характеристиками площадок.  

Следует также учитывать, что в таблице встречаются пропущенные значения, обозначенные как NaN. В дан-
ном контексте NaN означает отсутствие измерения конкретного параметра в заданный момент времени на опре-
деленной глубине. Дополнительно требуется привести столбец, содержащий даты, к единому формату, а также 
проверить данные на наличие дублирующихся записей и удалить их в случае обнаружения. Для этого был напи-
сан универсальный код, который выполняет все вышеперечисленное и подходит для всех листов «Температура 
грунтов» в датасете в целом:

df1 = dfs[‘Температура грунтов’]
# Словарь для замены значений «п/п» у определенных площадок
dict_pp_values = {‘Площадка 9_Чабыда’: 0.08,
                  ‘Площадка 10_Чабыда’: 0.03,
                  ‘Площадка 11_Чабыда’: 0.02}
if state_name in dict_pp_values:
df1.replace({‘п/п’: dict_pp_values[state_name]}, inplace=True)
dict_pkr_values = {‘Площадка 8_Чабыда’: 0.06}
if state_name in dict_pkr_values:
df1.replace({‘под пкр’: dict_pkr_values[state_name]}, inplace=True)
date_indices = df1[df1.apply(lambda row: row.astype(str).str.contains(‘Дата’).any(), 

axis=1)].index[1:]
df1 = df1.drop(date_indices)
df1 = df1.iloc[1:]
df1 = df1.reset_index(drop=True)
df1.columns = df1.iloc[0]
df1 = df1.iloc[1:]
df1 = df1.reset_index(drop=True)
df1 = df1.rename(columns={‘Дата ‘: ‘Дата’})
df1[‘Дата’] = pd.to_datetime(df1[‘Дата’])
for column in df1.columns:
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if column != ‘Дата’:
df1[column] = df1[column].astype(float)
def drop_duplicate(df, sort_columns):

ʺʺʺ Remove duplicate rows and sort the dataframe. ʺʺʺ
duplicate_df = df[df.duplicated()]
if not duplicate_df.empty:   
print(f’Duplicate rows :\n{duplicate_df}\n’)
df = df.drop_duplicates(keep=’last’)
else:
print(‘Duplicate rows if not found’)    
df = df.sort_values(by=sort_columns)
df = df.reset_index(drop=True)
return df
df1 = drop_duplicate(df1, ‘Дата’)
df1.

После выполнения кода переменная df1 содержит обработанный лист «Температура грунтов», который легко 
читается и воспринимается человеком (рис. 6).

Рис. 6. Обработанные данные листа «Температура грунтов»

Второй лист «Влажность грунтов» содержит аналогичную информацию, что и в листе «Температура грунтов». 
Однако, необходимо выполнить большее количество преобразований, таких как удаление пустых строк, переиме-
нование столбца «Дата определения» в «Дата» и преобразования их в формат даты, а также заменить буквенные 
значения «Лед» на числовые, выполнить поиск дубликатов и их удаление (рис. 7).

Рис. 7. Лист «Влажность грунтов»
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Для этого был написан код, который выполняет все эти преобразования для листов «Влажность грунтов»:

df2 = dfs[‘Влажность грунтов’]
df2 = df2.iloc[1:]
df2 = df2.reset_index(drop=True)
df2.columns = df2.iloc[0]
df2 = df2.iloc[1:]
df2 = df2.reset_index(drop=True)
df2 = df2.rename(columns={‘Дата определения’: ‘Дата’})
df2 = df2.dropna(how=’all’)
df2 = df2.dropna(thresh=2)
if state_name == ‘Площадка Лес_Туймаада’:
df2[‘Дата’] = df2[‘Дата’].astype(str)
df2[‘Скважена’] = df2[‘Дата’].apply(lambda x: 1 if ‘*’ in x else 2)
df2[‘Дата’] = df2[‘Дата’].astype(str).str.replace(‘ *’, ‘’)
df2[‘Дата’] = df2[‘Дата’].astype(str).str.replace(‘*’, ‘’)
df2[‘Дата’] = df2[‘Дата’].apply(lambda x: x + ‘ 00:00:00’ if len(x) == 10 else x)    
for index, row in df2.iterrows():
try:
df2.at[index, ‘Дата’] = pd.to_datetime(row[‘Дата’], format=’%d.%m.%Y %H:%M:%S’).

strftime(‘%Y-%m-%d %H:%M:%S’)
except ValueError:
pass
if state_name == ‘Площадка Луг_Туймаада’:
df2[‘Дата’] = df2[‘Дата’].astype(str)
df2 = df2[~df2[‘Дата’].str.contains(‘Дата’)]
def fill_skvazhena(row):
if ‘*’ in row[‘Дата’]:
return ‘2’
elif row[‘Дата’].count(‘ ‘) == 0 and not row[‘Дата’].isdigit():
return ‘3’
else:
return ‘1’
df2[‘Скважена’] = df2.apply(fill_skvazhena, axis=1)
df2[‘Дата’] = df2[‘Дата’].astype(str).str.replace(‘ *’, ‘’)
df2[‘Дата’] = df2[‘Дата’].astype(str).str.replace(‘*’, ‘’)
df2[‘Дата’] = df2[‘Дата’].apply(lambda x: x + ‘ 00:00:00’ if len(x) == 10 else x)    
for index, row in df2.iterrows():
try:
df2.at[index, ‘Дата’] = pd.to_datetime(row[‘Дата’], format=’%d.%m.%Y %H:%M:%S’).

strftime(‘%Y-%m-%d %H:%M:%S’)
except ValueError:
pass        
months_dict = {‘Январь’: ‘January’,
               ‘Февраль’: ‘February’,
               ‘Март’: ‘March’,
               ‘Апрель’: ‘April’,
               ‘Май’: ‘May’,
               ‘Июнь’: ‘June’,
               ‘Июль’: ‘July’,
               ‘Август’: ‘August’,
               ‘Сентябрь’: ‘September’,
               ‘Октябрь’: ‘October’,
               ‘Ноябрь’: ‘November’,
               ‘Декабрь’: ‘December’}
months_dict_number = {‘January’: ‘01’,
                      ‘February’: ‘02’,
                      ‘March’: ‘03’,
                      ‘April’: ‘04’,
                      ‘May’: ‘05’,
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                      ‘June’: ‘06’,
                      ‘July’: ‘07’,
                      ‘August’: ‘08’,
                      ‘September’: ‘09’,
                      ‘October’: ‘10’,
                      ‘November’: ‘11’,
                      ‘December’: ‘12’}
df2[‘Год’] = np.where(df2[‘Скважена’] == ‘3’, ‘1979’, np.nan)
df2[‘Дата’].replace(months_dict, inplace=True, regex=True)
df2[‘Дата’].replace(months_dict_number, inplace=True, regex=True)
df2.loc[df2[‘Скважена’] == ‘3’, ‘Дата’] = df2[‘Год’] + ‘-’ + df2[‘Дата’] + ‘-01 00:00:00’
df2 = df2.drop([‘Год’], axis=1)
df2 = df2.sort_values(by=’Дата’)
df2 = df2.reset_index(drop=True)
df2[‘Дата’] = pd.to_datetime(df2[‘Дата’])
# Замена значения «Лед» на «-1.0»
df2.replace(‘Лед’, -1.0, inplace=True)
for column in df2.columns:
if column != ‘Дата’:
df2[column] = df2[column].astype(float)
if ‘Скважена’ in df2.columns:
df2[‘Скважена’] = df2[‘Скважена’].astype(int)
df2 = drop_duplicate(df2, ‘Дата’).

После выполнения кода переменная df2 хранит обработанный лист «Влажность грунтов», представленный в 
читаемом для человека виде (рис. 8).

Рис. 8. Обработанные данные листа «Влажность грунтов»

Подобным образом были обработаны оставшиеся семь листов по «Площадка 9_Чабыда» и остальные пятнад-
цать площадок по девять листов с данными в каждой из них. Для сохранения результатов проделанной работы 
была написана функция, которая создает директорию с подкаталогами для хранения обработанных данных по 
площадкам и соответствующим им листам (рис. 9) в таких форматах как CSV (Comma-Separated Values) — это 
один из наиболее распространенных форматов для представления табличной информации, простой и универсаль-
ный формат, который используется для хранения данных в виде текстовых файлов, основанный на разделении 
значений запятыми; JSON (JavaScript Object Notation) — стандартный текстовый формат для хранения и передачи 
структурированных данных; XLSX — это формат файла Microsoft Excel, который используется для хранения 
электронных таблиц.

Рис. 9. Сохранение обработанных данных в форматах CSV, JSON, XLSX
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Также был написан код, который создает XLSX файл с общей информацией по площадкам:

xlsx_files = [f for f in os.listdir(f’{folder_path}/xlsx/’) if f.endswith(«.xlsx»)]
xlsx_dfs = {}
# Чтение данных из каждого файла и добавление в словарь
for file in xlsx_files:
file_path = os.path.join(f’{folder_path}/xlsx/’, file)
xl = pd.ExcelFile(file_path)
for sheet_name in xl.sheet_names:
df = xl.parse(sheet_name)
if sheet_name not in xlsx_dfs:
xlsx_dfs[sheet_name] = []
xlsx_dfs[sheet_name].append(df)        
with pd.ExcelWriter(f’{folder_path}/xlsx/{state_name}.xlsx’, engine=’xlsxwriter’) as 

writer:
for sheet_name, dataframes in xlsx_dfs.items():
for i, df in enumerate(dataframes):
df.to_excel(writer, sheet_name=sheet_name, index=False).

После его выполнения, появляется файл с итоговой информацией по каждой из площадок (рис. 10).

Рис. 10. Файл с общей информацией по площадкам

Результаты исследования. Обработка и систематизация данных позволили привести разрозненные измере-
ния к единому формату, обеспечивая их корректное использование в дальнейших расчетах. В результате получен 
уникальный массив данных, не имеющий аналогов, поскольку он основан на непосредственных эмпирических 
наблюдениях и охватывает специфические условия изучаемой территории.

Анализ данных с Python является востребованным навыком в современном мире. Этот язык отличается отно-
сительной простотой в изучении, что обеспечивает его доступность для начинающих. В работе были рассмотре-
ны основные этапы обработки данных с использованием библиотек Python: предобработка и подготовка данных. 
На примере датасета «Площадка 9_Чабыда» были продемонстрированы основные приемы предобработки дан-
ных, такие как обнаружение и обработка пропущенных значений, трансформация данных, оптимизация, а также 
удаление несущественных атрибутов.

Обсуждение и заключение. Результаты показывают, что использование системного подхода к обработке дан-
ных позволяет значительно повысить качество и надежность анализа. Устранение пропусков и нормализация 
данных улучшает точность самих данных. Итоговая обработка данных предоставляет удобные форматы для по-
следующего использования в моделировании, включая форматы CSV, JSON и XLSX. Это демонстрирует универ-
сальность применения Python в решении задач обработки данных.

В дальнейшем планируется расширить исследования, включив в них методы анализа данных, такие как кла-
стеризация, построение моделей машинного обучения и визуализация результатов [12, 14, 19]. Эти методы по-
зволят не только выявить скрытые закономерности в данных, но и предсказать поведение природно-технических 
систем при изменении внешних условий. Особое внимание будет уделено моделированию воздействия климати-
ческих факторов и антропогенной нагрузки на ПТС, что обеспечит более полное понимание процессов, проис-
ходящих в условиях Крайнего Севера.
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